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der exakten WiâEenHcbaften abgeholfen wcriiLiD, In handlicher 
Form und zu billigem Preise sollen die gnind legen den Abhandlun- 
gen der geaammten exakten WiKBenachaften den Kreisen der Lehren- 
den und Lernenden zugänglich gemacht werden. Ea soll dadurch 
ein Unterriclitimittel beecliafft werden, welche.^ das Eindringen 
in die Wisaenachaft gleichzeitig belebt nnd ver tiefte Daas^elbe ist 
aber auch ein Fon^chungBOiittel von groasiT Bedeutung. Denn 
in jenen grundlegenden Schriften ruhten nicht nur die Keime, welche 
inzwischen sich entwickelt und Früchte getragen haben, sondern 
es ruhen in ihnen noch zahllose andere Keime , die noch der Ent- 
wicklung harren, und dem in der Wissenschaft Arbeitenden und 
Forschenden bilden jene Schriften eine unerschöpfliche Fundgrube 
von Anregungen und fördernden Gedanken. 

Die Klassiker der exakten Wissenschaften sollen 
ihrem Namen gemäss die rationellen Naturwissenschaften, von der 
Mathematik bis zur Physiologie imifassen und werden Abhandlungen 
aus den Gebieten derMathematik, Astronomie, Physik,Chemic 
(einschliesslich Krystallkunde) und Physiologie enthalten. 

Die allgemeine Redaktion führt von jetzt ab Professor 
Dr. ^Arthur von Oettingen (Leipzig); die einzelnen Ausgaben 
werden durch hervorragende Vertreter der betreffenden Wissen- 
schaften besorgt werden. Die Leitung der einzelnen Abtheilungen 
übernahmen: für Astronomie Prof. Dr. Bruns (Leipzig), für Mathe- 
matik Prof. Dr. Wangerin (Halle), für Krystallkunde Prof. Dr. 
Groth (München), für Pflanzenphysiologie Prof. Dr. W. Pfeffer 
(Leipzig), für Chemie Prof. Dr. W. Ostwald (Leipzig). 
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Erschienen sind bis jetzt aus dem Gebiete der 

Mathematik: 

Nr. 2. C. F. GaiSS, ÂUg. Lehrsätze in Beziebung auf die im verkebrten 
Verhältnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- 
und Abstossungs-Kräfte. (1840.) Herausgeg. V. A. Wangerin. 
(60 S.) Uîf— .80. 

») 5. €. F. 6*188, Flächentheorie. (1827.) Deutsch herausg. ▼. A. Wan- 
gerin. Zweite revidirte Auflage. (64 S.) Ulf —.80. 

» 14. €. F. Gauss, Die 4 Beweise der Zerlegung ganter algebr. Functio- 
nen etc. (1799—1849.) Herausg. t. E. Netto. Mit 1 Taf. (81 S.) 
M 1.50. ^ 

» 17. A. Bravais, Abhandlungen über symmetr. Polyeder. (1849.) Obers, 
und in Gemeinschaft mit P. Groth herausg. von C. u. E. Blas lus. 
Mit 1 Taf. (50 S.) M 1.—. 

» 19. Üb. d. Anziehung homogener Ellipsoide. Abhandlungen von Lsplace 
(1782), Ivopy (1809), Gauss (1813), Cbasles (1838) und Dlriehlet 
(1839). Herausg. von A. Wa n gerin. (118 S.) M 2.—. 

» 46. Abhandlungen über Variations - Rechnung. L Tb eil: Abhand- 
lungen von Job. Bernonlli (1696), Jac, Bernoalli (1697) und 
Leonbard Eoler (1744). Hexausgegeben Yon P. St ä ekel. Mit 
19 Textflgureu. (144 S.) uT 2.— . 

« 47. II. Theil: AbbandlungMi von Lagmige (1762, 

1770), Legendre (1786) und Jaeobi (1837). Herausgegeben yon 
F. Stäckel. Mit 12 Textflgureu. (HOS.) UJT 160. 

" 54. J. H. Lambert, Anmerkungen und Zusätze zur Entwerfhng der 
Land- und Himmelseharten. (1772.) Herausgeg. von A. Wangerin. 
Mit 21 Textflgureu. (96 S.) M 1.60. 
^" 55. Lagrange u. GaiSS, Abhandlungen über Kartenprojection. (1779 
und 1822.) Herausgeg. von A. Wangerin. Mit 2 Textflgureu. 
(102 S.) Uîfl.60. 

»' 60. Jacob Steiner, Die geometr. Constractionen, ausgeführt mittelst der 
geraden Linie und eines festen Kreises, als Lehrgegenstand auf 
höheren Unterrichts - Anstalten und zur praktischen Benutzung. 
(1833.) Herausgegeben tou A. J. v. Oett Ingen. Mit 25 Text- 
flgureu. (86 S.) M 1.20. 

> 64. C. 6. J. Jaeobi, Über die vierfach periodischen Functionen zweier 
Variabein, auf die sich die Theorie der Aberschen Transcenden- 
ten stützt. (1834.) Herausgegeben von H. Weber. Aus dem 
Lateinischen übersetzt von A. Wittin g. (40 S.) M —.70. 

« 65. Georg Rosenbain, Abhandlung über die Functionen zweier 
Variabler mit vier Perioden, welche die Inversen sind der ultra- 
elliptischen Integrale erster Klasse. (1851.) Herausgegeben von 
H. Weber. Aus dem Französischen übersetzt von A. Witt in g. 
(94 S.) M 1.50. 

» 67. A. Göpel, Entwurf einer Theorie der Abel'schen Tran scen deuten 
erster Ordnung. (1847.) Herausgegeben von H. Weber. Aus dem 
Lateinischen übersetzt von A. Witting. (60 S.) M 1.—. 

» 71. N. H. Abel, Untersuchungen über die Beihe: 

^1^1-2 ^ 1.2.3 ^ 

(1826.) Herausgegeben von A. Wangerin. (46 S.) Jl 1.—. 
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Nr. 73. Leonhsrd Ealer, Zwei AbhandluDgen über sphärische Trigono- 
metrie. Grandzüge der sphärischen Trigonometrie und allgemeine 
sphärische Trigonometrie. (1753 u. 1779.) Aus dem Französischen 
und Lateinischen übersetzt und herausgegeben von E. Hammer. 
Mit 6 Figuren im Text. (65 S.) Uîf 1.—. 

» 77. C. Cf. J. Jaeol)i, Ober die Bildung und die Eigenschaften dei Deter- 
minanten. (De formatione et propiietatibus Determinantium.) 
d841.) Herausgegeben yon P. Stäckel. (73 S.) uT 1.20. 

» 78. J. C. Cf. JfteoM, über die Functionaldeterminanten. (De deter- 
minantibus functionalibus.) (1841.) Herausgegeben von P. S t ä ekel. 
(72 S.) Jf 1.20. 

» 82. Jacoh Steiner, Systematische Entwicklung der Abhängigkeit geo- 
metrischer Gestalten von einander, mit Berücksichtigung der Arbeiten 
alter und neuer Geometer über Porismen, Projections-Methoden, 
Geometrie der Lage, Transversalen, Dualität und Reciprocität etc. 
(1832.) L Theil. Herausgegeben von A. J. v. Oettingen. Mit 
2 Tafeln und 14 Fig. im Text. (126 S.) M 2.—. 

» 83. II. Theil. Herausgegeben von A. J. v. Oettingen. 

Mit 2 Tafeln und 2 Figuren im Text. (162 S.) M 2.40. 

» 90. A. Bravais, Abhandlung über die Systeme von regelmässig auf einer 
Ebene oder im Raum vertheilten Punkten. (1848.) Übers, u. heraus- 
gegeben von C. u. E. Blasius. Mit 2 Tafeln. (142 S.) J( 2.—. 

» 91. G. Lejeune Dirichlet, Untersuchungen über verschiedene An- 
wendungen der Infinitesimalanalysis auf die Zahlentheorie. (1839 bis 
1840.) Deutsch herausgegeben vonR. Haussner. (128 S.) Jt% — . 

" 93. LeonhardEuler, Drei Abhandlungen über Kartenprojection. (1777). 
Mit 9 Textûg. Herausg. von A. Wanger in. (78 S.) M, 1.20. 

» 103. Joseph Louis Lagrange^S Zusätze zuEulersElementender Algebra. 
Unbestimmte Analysis. Aus dem Französischen übersetzt von 
A. J. von Oettingen, herausg. von H. Weber. (171 S.) ^ 2.60. 

»107.Jakol) Bernoalli, Wahrscheinlichkeitsrechnung (Ars conjectandi). 
(1713.) I. u. II. Theil. Obersetzt und herausgegeben von 
R. Haussner. Mit 1 Figur im Text. (162 S.) .^2.50. 

» 108. III. u.IV. Theil mit dem Anhange: Brief an einen 

Freund über das Ballspiel (Jeu de Paume). Übersetzt und 
herausgegeben von R. Haussner. Mit 3 Fig. (172S.) .^4^2.70. 

»j 111. N. H. Abel, Abhandlung über eine besondere Klasse algebraisch 
auflösbarer Gleichungen. Herausgegeben von Alfred Loewy. 
(50 S.) M —.90. 

» 112. Augustin - Loais Cauchy, Abhandlung über bestimmte Inte- 
grale zwischen imaginären Grenzen (1825.). Herausgegeben von 
P. Stäckel. (80 S.) JÔ 1.25. 

»113. Lagrauge (1772) und Caucliy (1819), Zwei Abhandlungen zur 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Aus dem Französischen übersetzt und herausgegeben von Dr. 
Gerhard Kowalewski. (54 S.) Uîf 1.— . 

» 116. Lejeune Dirichlet, Die Darstellung ganz willkürlicher Functionen 
durch Sinus- und Oosinusreihen (1837) und Philipp Ludwig 
Seidel, Note über eine Eigenschaft der Reihen, welche discon- 
tinuirliche Functionen darstellen (1847). Herausgegeben von 
Heinrich Siebmann. (58 S.) M 1. — . 

» 117. Gaspard Monge, Darstellende Geometrie (1798). Übersetzt und 
herausgegeben von Robert Haussner. Mit zahlreichen Figuren in 
dem Texte und in den Anmerkungen. (217 S.) .// 4. — . 
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[5] ^^-i^.^^ Erster Theil. 

Aufgabe und Methode der darstellenden Cfeometrie. 
Elementare Aufgaben. 

Aufgabe der darstellenden Geometrie. 

1. Die Aufgabe der darstellenden Geometrie ist eine zwei- 
fache. Erstens soll sie die Methoden liefern, um auf einem 
Zeicbenblatte^ welches also nur zwei Dimensionen, Länge und 
Breite hat, alle Raumgebilde, welche deren drei, nämlich 
Länge, Breite und Höhe haben, abzubilden, vorausgesetzt, dass 
diese Gebilde streng definirt werden können. 

Zweitens soll sie das Verfahren lehren, um aus einer ge- 
nauen Zeichnung die Gestalt der Raumgebilde erkennen und 
alle Sätze, welche aus der Gestalt und der gegenseitigen Lage 
der Raumgebilde folgen, ableiten zu können. 

Wir werden zunächst die durch eine reiche Erfahrung ent- 
deckten Methoden, um die erste dieser beiden Aufgaben zu 
lösen, angeben und dann zeigen, auf welche Weise die Lösung 
der zweiten Aufgabe erreicht wird. 



Betrachtungen über die Bestimmung der Lage 
eines Punktes im Räume. Projectionsmethode. 

2. Da man die Oberflächen aller Raumgebilde als Träger 
von unendlich vielen Punkten betrachten kann, so muss der 

1* 
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4 Gaspard Monge. 

erste Schritt, welchen wir zur Erreichung unseres Zieles thun, 
dajiin gerichtet sein, das Verfahren anzugeben, durch welches 
sich die Lage eines Punktes im Baume bestimmen lässt. 

Der Raum ist unbegrenzt; alle seine Theile sind einander 
völlig ähnlich und besitzen keinerlei Unterscheidungsmerkmale. 
Keiner derselben kann daher dazu dienen, die Lage eines 
Punktes im Baume anzugeben. 

Will man also die Lage eines Punktes im Baume defi- 
niren, so muss man dieselbe nothwendiger Weise auf beliebige 
andere bestimmte Gebilde des Baumes beziehen; diese letz- 
teren Gebilde müssen ihrer Lage nach sowohl demjenigen, 
welcher die Lage des Punktes angiebt, als auch dem, welcher 
diese Angabe yerstehen will, genau bekannt sein. Damit 
aber das [6] Verfahren selbst leicht anwendbar wird, müssen 
diese Gebilde möglichst einfache sein und muss sich ihre Lage 
sehr leicht vorstellen lassen. 

3. Unter allen einfachen Gebilden wählen wir diejenigen 
aus, welche die grössere Bequemlichkeit für die Bestimmung 
der Lage eines Punktes darbieten. Weil nun die Geometrie 
kein einfacheres Gebilde als den Punkt aufzuweisen hat, so 
untersuchen wir zunächst, zu welcher Art von Betrachtungen 
man gefühi*t wird, wenn man, um die Lage eines Punktes P 
zu bestimmen, ihn zu einer bestimmten Anzahl anderer Punkte, 
deren Lage bekannt ist, in Beziehung bringt. Um dieser Dar- 
legung grössere Durchsichtigkeit geben zu können, bezeichnen 
wir die ihrer Lage nach bekannten Punkte mit den aufein- 
anderfolgenden Buchstaben Ä, B, C, . . . . 

Nehmen wir zuerst an, dass der Punkt P, gemäss der 
Definition seiner Lage, ein Meter Abstand von dem bekannten 
Punkte A habe. 

Wie Jedermann weiss, besitzt die Kugeloberfläche die 
Eigenschaft, dass alle ihre Punkte gleichweit von ihrem Mit- 
telpunkte entfernt sind. Der vorstehende Theil der Definition 
sagt mithin aus, dass dem Punkte P, dessen Lage zu bestim- 
men ist, dieselbe Eigenschaft zukommt, wie allen Punkten 
einer Kugelfläche , deren Mittelpunkt der Punkt Ä und deren 
Badius ein Meter lang ist. Die Punkte dieser Kugelfläche 
sind aber die einzigen Punkte in dem ganzen Baume, welchen 
die« geforderte Eigenschaft zukommt; denn alle Punkte des 
Baumes, welche in Bezug auf den Mittelpunkt A dieser Kugel 
jenseits ihrer Oberfläche liegen, sind vom Mittelpunkte weiter 
als ein Meter, und alle Punkte, welche zwischen dem Mittel- 
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Darstellende Geometrie. 5 

punkte Ä und der Kugeloberfläche liegen, sind von Ä weniger 
als ein Meter entfernt. Es haben also nicht nur alle ï^unkte 
der Kugeloberfläche die verlangte Eigenschaft, sondern sie 
sind zugleich die einzigen, welche sie haben. Hieraus folgt 
schliesslich, dass der au bestimmende Punkt P einer der 
Punkte der Kugeloberfläche ist, deren Mittelpunkt im Punkte Ä 
liegt und deren Radius ein Meter lang ist. Dadurch ist der 
Punkt P jetzt zwar von unendlich vielen anderen Punkten des 
Baumes unterschieden, aber er ist noch mit allen Punkten der 
Kugeloberfläche vermengt, und es sind daher noch weitere 
Bedingungen nöthig, um ihn unter diesen Punkten herausfinden 
zu können. 

Nehmen wir dann weiter an, dass nach der Definition 
seiner Lage der Punkt P zwei Meter Abstand von dem zweiten 
» Punkte B habe. 

Stellt man für diese zweite Bedingung die gleiche Über- 
legung an, wie für die erste, so muss der Punkt P einer von 
den Punkten der Oberfläche einer zweiten Kugel sein, deren 
Mittelpunkt im Punkte B liegt und deren Radius zwei Meter 
Länge hat. [7] Da nun der Punkt P gleichzeitig auf der 
Oberfläche der ersten und der zweiten Kugel liegen muss, so 
kann er jetzt nur noch mit den Punkten, welche beiden Flä* 
chen gemeinsam sind und also auf ihrer Schnittcurve liegen, 
vermengt sein. Selbst wer nur wenig mit geometrischen Be- 
trachtungen vertraut ist, weiss aber, dass der Durchschnitt 
zweier Kugelflächen die Peripherie eines Kreises ist, dessen 
Mittelpunkt auf der die beiden Kugelmittelpunkte verbindenden 
Geraden liegt und dessen Ebene senkrecht auf dieser Geraden 
steht. Auf Grund der gestellten zwei Bedingungen ist der 
gesuchte Punkt jetzt von allen andern Punkten, welche auf 
den beiden Kugelflächen liegen, unterschieden und kann nur 
noch mit allen Punkten der Peripherie des Schnittkreises beider 
Kugeln vermengt sein; alle diese letzteren Punkte und nur 
sie allein erfüllen die beiden gestellten Bedingungen. Mithin 
ist noch eine dritte Bedingung nothwendig, um den Punkt P 
von allen diesen Punkten unterscheiden zu können. 

Nehmen wir schliesslich an, dass der Punkt P drei Meter 
von einem dritten bekannten Punkte G entfernt sei. 

Diese dritte Bedingung weist dem Punkte P seinen Platz 
auf einer dritten Kugelfläche an, deren Mittelpunkt der Punkt ö 
und deren Radius drei Meter lang ist. Da wir nun wissen, 
dass er auch auf der Peripherie eines seiner Lage und Grösse 
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nach bekannten Kreises liegt, so mnss er, um gleichzeitig allen 
drei gestellten Anforderungen zn genügen, einer der Punkte 
sein, welche die Peripherie des Kreises und die dritte Kugel- 
fläche gemeinsam haben. Da sich nun die Peripherie eines 
Kreises und eine Kugelfläche bekanntlich nur in zwei Punkten 
schneiden können, so ist der Punkt P durch diese drei Bedin- 
gungen von allen anderen Punkten des Raumes unterschieden 
und kann nur einer der beiden so bestimmten Punkte sein. 
Giebt man noch an, auf welcher Seite der durch die drei Kugel- 
mittelpunkte Ä^ B und G gehenden Ebene der Punkt P liegen 
soll, so ist er völlig bestimmt und kann mit keinem andern 
Punkte des Raumes mehr verwechselt werden. 

Aus dieser Darlegung ersieht man aber, dass die Betrach- 
tungen, zu denen man geführt wird, wenn man zur Bestim- 
mung der Lage eines Punktes im Räume seine Entfernungen 
von anderen bekannten Punkten, deren man dazu drei nöthig 
hat, benutzt, nicht einfach genug sind, um als Grundlage für 
häufig benutzte Verfahren dienen zu können. 

4. Untersuchen wir nun, zu welchen Betrachtungen man 
geführt wird, wenn man einen Punkt, statt auf drei andere 
bekannte Punkte, auf drei ihrer Lage nach gegebene Gerade 
bezieht. 

[8] Wir bemerken zuvor, dass eine gerade Linie niemals 
als begrenzt angesehen werden soll, sondern nach beiden Rich- 
tungen unbegrenzt weit verlängert werden kann. 

Der Einfachheit wegen bezeichnen wir die Geraden, welche 
wir gebrauchen müssen, der Reihe nach mit a, ô, c, .... 

Wenn aus der Definition der Lage eines Punktes P folgt, 
dass er z. B. einen senkrechten Abstand von einem Meter 
von der ersten bekannten Geraden a haben muss, so besagt 
dies, dass er auf der Oberfläche eines nach beiden Seiten sich 
ins Unendliche erstreckenden geraden Kreiscylinders , dessen 
Axe die Gerade a und dessen Radius ein Meter lang ist, liegen 
muss; alle Punkte dieser Fläche und nur sie allein besitzen 
die durch die Definition geforderte Eigenschaft. Folglich ist 
der Punkt von allen ausserhalb der Cylinderfläche wie auch 
von allen im Innern des Cylinders gelegenen Punkten des 
Raumes unterschieden und kann nur noch mit den Punkten 
der Cylinderfläche selbst, von welchen man ihn auf Grund 
weiterer Bedingungen unterscheiden kann, vermengt sein. 

Nehmen wir also an, dass der gesuchte Punkt P femer 
zwei Meter von einer zweiten Geraden h entfernt sei, so er- 
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kennt man in gleicher Weise, dass er auf der Oberfläche eines 
zweiten geraden Kreiscylinders, dessen Axe die Gerade b und 
nnd dessen Radins zwei Meter lang ist, liegen muss, und dass 
er ein beüebiger Punkt dieser zweiten Cylinderfläche sein kann, 
wenn man nur die zweite Bedingung ins Auge fasst. Nimmt 
man aber beide Bedingungen zusammen, so muss der gesuchte 
Punkt P gleichzeitig auf dem ersten und dem zweiten Cylinder 
liegen und kann mithin nur einer der beiden Flächen gemein- 
samen Punkte, d. h. ein Punkt ihrer Schnittcurve sein. Diese 
Curve, auf welcher der Punkt liegen muss, hat aber an der 
Krümmung sowohl der ersten als der zweiten . Cylinderfläche 
Antheil und gehört daher im Allgemeinen zu den sogenannten 
Curven doppelter Krümmung. 

Um nun den gesuchten Punkt von allen andern Punkten 
dieser Curve zu unterscheiden, ist eine dritte Bedingung noth- 
wendig. 

Nehmen wir also schliesslich an, dass die gegebene De- 
finition für den gesuchten Punkt P einen senkrechten Abstand 
von drei Meter von einer dritten Geraden e vorsehreibe. 

Diese neue Bedingung sagt aus, dass der Punkt P auf der 
Oberfläche eines dritten geraden Kreiscylinders, dessen Axe 
die dritte Gerade c und dessen Radius drei Meter lang ist, 
liegen muss. [9] Fasst man alle drei Bedingungen zusammen, 
so kann der Punkt nur einer von denjenigen sein, welche so- 
wohl der Oberfläehe des dritten Cylinders als auch jener Curve 
doppelter Krümmung (der Schnittlinie der beiden ersten Cy- 
linder) angehören. Nun wird im Allgemeinen aber diese Curve 
von der dritten Cylinderfläche in acht Punkten geschnitten, 
folglich sagen die drei gegebenen Bedingungen nur aus, dass 
der gesuchte Punkt P einer dieser acht Punkte ist, unter wel- 
chen man ihn nur auf Grund von weiteren besonderen Bedin- 
gungen — ähnlich deijenigen, welche in dem vorigen Para- 
graphen als Beispiel angeführt wurde — näher bestimmen kann. 

Es zeigt sich also, dass die Betrachtungen, zu welchen die 
Bestimmung der Lage eines Punktes im Räume auf Grund der 
Kenntniss seiner Entfernungen von drei bekannten geraden 
Linien Anlass gegeben hat, noch weit weniger einfach sind, 
als jene früheren, welche sich auf seine Entfernungen von 
drei Punkten bezogen; folglich können diese jetzigen Betrach- 
tungen noch weniger zur Grundlage von Methoden dienen, 
welche häufig benutzt werden sollen. 

ö. Unter den einfachen Gebilden, welche die Geometrie 
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betrachtet, stehen in erster Linie: 1) der Pnnkt, welcher keine 
Dimension besitzt; 2) die gerade Linie, welche nnr eine Di- 
mension hat; 3) die Ebene, welche deren zwei besitzt, unter- 
suchen wir daher, ob es nicht einfacher ist, die Lage eines 
Punktes durch die Angabe seiner Entfernungen von bekannten 
Ebenen zu bestimmen, als dazu seine Entfernungen von Punkten 
oder geraden Linien zu verwenden. 

Nehmen wir also an, dass uns einander nicht parallele 
Ebenen ihrer Lage im Räume nach gegeben seien, und be- 
zeichnen wir dieselben der Reihe nach mit den Buchstaben 

A, B, r, . . . . 

Wenn nun der Punkt P, gemäss der Definition seiner 
Lage, z. B. ein Meter von der ersten Ebene A entfernt sein 
muss, ohne dass näher angegeben ist, auf welcher Seite dieser 
Ebene er liegt, so besagt dies, dass er einer der Punkte der 
beiden zu A parallelen Ebenen ist, welche auf beiden Seiten 
derselben im Abstände von einem Meter liegen. Denn alle 
Punkte dieser beiden parallelen Ebenen genügen der gestellten 
Bedingung und sind zugleich unter allen Punkten des Raumes 
die einzigen, welche ihr genügen. 

Um nun von allen Punkten dieser beiden Ebenen den-» 
jenigen, dessen Lage man bestimmen will, zu unterscheiden, 
muss man noch weitere Bedingungen zu Hülfe nehmen. 

[10] Setzen wir zweitens fest, dass der gesuchte Punkt P 
zwei Meter Abstand von der zweiten Ebene B habe. Er muss 
dann in einer der beiden Ebenen liegen, welche auf beiden 
Seiten von B in dem Abstände von zwei Meter dieser Ebene 
parallel laufen. Um den beiden Bedingungen gleichzeitig zu 
genügen, muss der Punkt P mithin sowohl in einer der zu A, 
als in einer der zu B parallelen Ebenen und folglich auf dem 
gemeinsamen Durchschnitte dieser vier Ebenen liegen. Vier 
einander paarweise parallele und ihrer Lage nach bekannte 
Ebenen schneiden sich aber in vier parallelen Geraden, deren 
Lage ebenfalls bekannt ist. Berücksichtigen wir also gleich- 
zeitig beide Bedingungen, so ist der Punkt nicht mehr mit 
allen Punkten des Raumes vermengt, auch nicht mehr mit 
allen Punkten von vier Ebenen, sondern nur noch mit den 
Bämmtlichen Punkten von vier geraden Linien. 

Wenn schliesslich der Punkt noch einen senkrechten Ab- 
stand von drei Meter von der dritten Ebene f haben soll, so 
sagt diese Bedingung aus, dass er in einer der beiden Ebenen, 
weleke auf beiden Seiten von T in drei Meter Abstand laufen. 
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liegen mnss. Auf Gmnd aller drei Bedingungen muss der 
gesuchte Punkt P mithin in einer dieser beiden letzten parallelen 
Ebenen und auf einer der vier Geraden, in welchen sich die 
vier ersten Ebenen schneiden, liegen; folglich kann er nur 
einer von den Punkten sein, welche die beiden Ebenen mit 
den vier Geraden gemeinsam haben. Da nun aber jede der 
beiden parallelen Ebenen mit jeder der vier parallelen Ge- 
raden einen Punkt gemeinsam hat, so giebt es im Ganzen 
acht Punkte des Raumes, welche gleichzeitig den gestellten 
drei Bedingungen genügen. Der gesuchte Punkt P kann also nur 
einer dieser acht Punkte sein, unter welchen man ihft nur mit 
Hülfe von einigen besonderen Bedingungen herauserkennen kann. 

Hat man z. B. bei der Angabe der Entfernung des Punktes 
P von der ersten Ebene A auch gesagt, nach welcher Rich- 
tung in Bezug auf diese Ebene der Abstand genommen werden 
soll, so ist von den früheren zwei zu A parallelen Ebenen 
nur noch eine in Betracht zu ziehen, nämlich die auf der- 
jenigen Seite von A, nach welcher der Abstand gemessen 
werden soll, liegende Ebene. In gleicher Weise schliesst man 
eine der beiden zu B parallelen Ebenen aus, wenn man angiebt, 
in welcher Richtung in Bezug auf die zweite Ebene der Abstand 
gemessen werden soll, und es giebt dann nur eine Ebene, 
deren sämmtliche Punkte der zweiten Bedingung genügen. Ver- 
einigt man nun diese Bedingungen, so kann der Punkt P nicht 
mehr auf den vier Schnittgeraden [11] von vier, paarweise ein- 
ander parallelen Ebenen, sondern nur noch auf der Schnitt- 
geraden zweier Ebenen liegen, und letztere ist ihrer Lage nach 
bekannt. Giebt man schliesslich auch an, auf welcher Seite der 
dritten Ebene V der Punkt P liegen soll, so giebt es ebenfalls 
nur eine Ebene, deren sämmtliche Punkte der dritten Bedingung 
genügen. Um nun den drei Forderungen gleichzeitig zu ent- 
sprechen, muss der Punkt P in dem Schnittpunkte dieser dritten 
Ebene mit der einzigen Geraden, in welcher sieh die beiden 
ersten Ebenen schneiden, liegen. Es kann also der gesuchte 
Punkt P jetzt mit keinem andern Punkte des Raumes mehr 
zusammenfallen und ist folglich eindeutig bestimmt. 

Man sieht also, dass die Ebene, obgleich sie hinsichtlich 
der Zahl ihrer Dimensionen ein weniger einfaches Gebilde ist 
als die gerade Linie, welche nur eine Dimension, und der 
Punkt, welcher keine Dimension besitzt, doch für die Be- 
stimmung eines Punktes im Räume grössere Bequemlichkeit 
darbietet als die gerade Linie und der Punkt. Das hierbei 
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gebrauchte Verfahren ist dasselbe, welches man gewöhnlich 
bei der Anwendung der Algebra auf die Geometrie benutzt, 
und bei welchem man zur Bestimmung der Lage eines Punktes 
seine Abstände von drei ihrer Lage nach bekannten Ebenen 
anzugeben pflegt. 

In der darstellenden Geometrie aber, welche seit sehr langer 
Zeit von einer überaus grossen Anzahl Männer, und zwar sol- 
cher, deren Zeit kostbar war, angewendet worden ist, hat man 
das Verfahren noch weiter vereinfacht Anstatt drei Ebenen 
verwenden zu müssen, ist es mit Hülfe der Projectionsmethode 
gelungen, deren nur zwei nöthig zu haben. 

6. Die Projection eines Punktes auf eine gegebene 
Ebene nennt man den Fusspunkt des von diesem Punkte auf 
die Ebene gefällten Lothes. 

Sind zwei Ebenen ihrer Lage in dem Räume nach bekannt, 
und giebt man auf jeder derselben die Projection eines und 
desselben Punktes an, dessen Lage man definiren will, so ist 
dadurch der Punkt vöUig bestimmt. Denn zieht man durch 
die Projection des Punktes auf die erste Ebene eine Senk- 
rechte zu dieser, so muss diese durch den zu bestimmenden 
Punkt hindurchgehen. Ebenso muss eine Gerade, welche man 
durch die Projection des Punktes auf die zweite Ebene senk- 
recht zu ihr zieht, durch den gesuchten Punkt hindurchgehen. 
Derselbe muss daher gleichzeitig auf zwei ihrer Lage im Räume 
nach bestimmten Geraden liegen und folglich mit dem einzigen 

Punkte, in welchem sich 
beide schneiden, zusammen- 
fallen, wodurch er vollkom- 
men bestimmt ist. 

[12] In den folgenden 
Paragraphen finden sich die 
Hülfsmittel angegeben, welche 
demProjectionsverfahren eine 
leichte Anwendbarkeit geben 
und es ermöglichen, dasselbe 
auf einem einzigen Zeichen- 
blatte zu gebrauchen. 

7. (Fig. 1) Wenn man von 
allen Punkten einer beliebig 
im Räume gelegenen unbe- 
grenzten Geraden g Lothe auf eine gegebene Ebene TT' fällt, so 
liegen alle Schnitipunkte dieser Lothe mit der Ebene TT' in 
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^iner zweiten unbegrenzten Geraden ^'; denn alle Lothe liegen 
in der durch die Gerade g senkrecht zu TT' gelegten Ebene und 
können daher die Ebene TT' nur in dem beiden Ebenen gemein- 
samen Durchschnitte, welcher bekanntlich eine gerade Linie 
ist, treffen^). 

Die Gerade ^', welche also durch die Projectionen aller 
Punkte der Geraden g auf die Ebene TT' hindurchgeht, heisst 
die Projection der Geraden^ auf die Ebene. 

Da nun zwei Punkte genügen, um die Lage einer geraden 
Linie zu bestimmen, so braucht man, um die Projection einer 
Geraden zu construiren, nur die Projectionen zweier ihrer 
Punkte zu ermitteln; die durch die Projectionen dieser Punkte 
gezogene Gerade ist die gesuchte Projection der gegebenen 
geraden Linie. 

Daraus folgt, dass die Projection einer gegebenen Geraden 
sich auf einen Punkt reducirt, wenn die Gerade auf der Projec- 
tionsebene senkrecht steht, und zwar auf den Punkt, in wel- 
chem die Gerade diese Ebene schneidet. 



Fig. 2. 

(Fig. 2) Wenn von ein und derselben unbegrenzten Geraden g 
ihre beiden Projectionen g' und g" auf zwei nicht parallele 
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Ebenen TT' und TT" gegeben sind, so ist die Gerade selbst 
bestimmt. Denn legt man durch die Projection g' eine Ebene 
senkrecht zu TT' hindurch, so geht diese ihrer Lage nach 
bekannte Ebene nothwendig durch die Gerade g hindurch. 
Ebenso enthält eine zweite Ebene, welche man durch die an* 
dere Projection g" senkrecht zu TT" hindurchlegt, und welche 
also ihrer Lage nach ebenfalls bekannt ist, die Gerade g. 
Folglich ist die Lage dieser Geraden, welche gleichzeitig in 
zwei ihrer Lage nach bestimmten Ebenen liegen und mithin 
deren Schnittgerade sein muss, völlig bestimmt. 

8. Das soeben Gesagte ist unabhängig von der Lage der 
beiden Projectionsebenen und gilt stets, wie gross auch der 
Winkel sein mag, welchen die beiden Projectionsebenen mit 
einander einschliessen. Wenn aber der Winkel, welchen die 
beiden Projectionsebenen mit einander bilden, sehr stumpf ist^ 
so ist der Winkel zwischen den beiden zu ihnen senkrechten 
projicirenden Ebenen sehr spitz, [13] und es können dann 
bei der Ausführung des obigen Verfahrens kleine üngenauig- 
keiten sehr beträchtliche Fehler bei der Bestimmung der Lage 
der Geraden erzeugen. Um diese Ursache von Ungenauigkeiten 
zu vermeiden, wählt man die Projectionsebenen immer zu ein- 
ander senkrecht, falls man nicht durch gewisse Erwägungen, 
welche grössere Erleichterungen in Aussicht stellen, von dieser 
Wahl abgelenkt wird. Da femer die meisten Künstler, welche 
sich der Projectionsmethode bedienen, mit der Lage einer 
horizontalen Ebene und der Richtung des Bleilothes gut ver- 
traut sind, so hat man sich daran gewöhnt, die eine der 
beiden Projectionsebenen horizontal, die andere vertical ge- 
stellt anzunehmen. 

Die Nothwendigkeit, bei den Zeichnungen beide Projectionen 
auf demselben Zeichenblatte zur Darstellung zu bringen und 
alle Constructionen darauf auszuführen, hat die Künstier ver- 
anlasst, sich die verticale Ebene um ihre Schnittlinie mit der 
horizontalen Ebene als Scharnier gedreht zu denken, bis sie 
mit der letzteren Ebene zusammenfällt, und für diese Lage die 
Projectionen zu construiren. 

Die verticale Ebene ist also in Wirklichkeit in einer hori- 
zontalen Ebene gezeichnet, und man muss sich stets daran 
erinnern, dass sie erst durch eine Viertelumdrehung um die 
Schnittgerade der horizontalen und der verticalen Projections- 
ebene in ihre eigentliche Stellung kommt. Es muss dahet 
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diese Schnittgerade*) stets in leicht ersichtlicher Weise auf 
dem Zeichenblatte angegeben sein. 

(Fig. 3) Es wird also die verticale Projection g'* der Geraden g 
nicht auf einer Ebene TT", welche thatsächlich vertical steht, 
gezeichnet; sondern man denkt sich vielmehr diese Ebene um 
die Gerade x nach TT^" gedreht und verzeichnet für diese Lage 
der Ebene die verticale Projection. 

Diese Anordnung gewährt, abgesehen von den Erleich- 
terungen, welche sie fttr die Construction bietet, i^och den Vor- 




Fig. 3. 

theil, dass sie die Arbeit des Projicirens abkürzt. Denn 
nehmen wir an, dass die Punkte A\ Ä" die horizontale und 
verticale Projection des Punktes A vorstellen, so steht die durch 

*) [Für die Schnittgerade x der beiden Projeetionsebenen werde 
ich der Einfachheit wegen im Folgenden meistens die jetzt übliche 
Benennung Projectionsaxe, oder, wenn kein Missverständniss 
möfflicb ist, A x e gebrauchen, welche.Penennung sich im Originale 
nicht findet. Über die systematische Änderung der in den Figuren 
benutzten Bezeichnungen ist in den Textanmerkungen das Nöthige 
gesagt. H.] 
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die Geraden AA\ AA" hindnrchgelegte Ebene gleichzeitig auf 
beiden Projectionsebenen senkrecht, da sie durch gerade Li- 
nien hindurchgeht, welche auf diesen letzteren Ebenen senk- 
recht stehen; folglich (Fig. 4) ist die Ebene A'AA" auch senk- 
recht zu ihrer gemeinsamen Schnittgeraden x [welche sie in 
dem Punkte A^ schneidet], und mithin sind die Geraden A'A^.^ 
A" Ay.^ in welchen diese Ebene die beiden Projectionsebenen 
schneidet, selbst senkrecht zu der Axe x, 

[14] Wenn nun die verticale Ebene um die Axe x ala 
Scharnier gedreht wird, bleibt die Gerade A'* A^. während dieser 
Bewegung stets senkrecht zu der Axe x und ist es auch dann 
noch, wenn sie nach erfolgtem Umlegen der verticalen in die 
horizontale Ebene die Lage Aq Arj^ angenommen hat. Da nun 
die beiden Geraden A* A^, und^/^<^ durch denselben Punkt uä^ 
der Axe hindurchgehen und auf ihr senkrecht stehen, so liegt 
jede in der Verlängerung der anderen. Dasselbe gilt von den 
beiden Geraden B'Br^ und Bq'Bj., welche zu einem beliebigen 
anderen Punkte B gehören. Daraus folgt, dass, wenn man die 
horizontale Projection eines Punktes hat, seine Projection auf 
die umgelegt gedachte verticale Projectionstafel immer auf der 
Geraden liegen muss, welche durch seine horizontale Projec- 
tion senkrecht zu der Projectionsaxe x gezogen ist, und um- 
gekehrt. 

Von diesem Resultate wird bei der Ausführung von Con- 
structionen immerfort Gebrauch gemacht. 

9. Bis jetzt haben wir eine gerade Linie g als unbegrenzt 
angesehen und uns nur mit ihrer Richtung beschäftigt. Oft 
aber wird die Gerade als durch zwei ihrer Punkte begrenzt 
betrachtet und man kann in die Lage kommen, die wirkliche 
Länge der Strecke AB kennen zu müssen. Wir wollen zeigen, 
wie man diese aus den gegebenen beiden Projectionen der 
Strecke finden kann. 

Wenn eine Strecke parallel zu einer der beiden Projections- 
ebenen ist, so ist ihre Länge gleich derjenigen ihrer Projec- 
tion auf diese Ebene; denn die Strecke und diese Projection 
sind, da sie beide durch die von den Endpunkten der Strecke 
auf die Projectionsebenen gefällten Lothe begrenzt sind, ein- 
ander parallel und liegen zwischen Parallelen. In diesem be- 
sonderen Falle ist also, wenn die Projection der Strecke ge- 
geben ist, auch unmittelbar die Länge der Strecke selbst 
mitgegeben. 

Eine Gerade ist aber einer der beiden Projectionsebenen 
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parallel, wenn ihre Projection auf die andere Projeetionsebene 
der Projectionsaxe x parallel ist. 

Wenn dagegen eine Strecke gegen beide Projectionsebenen 
geneigt ist, so ist ihre Länge grösser als die Länge jeder ihrer 
Projectionen; sie kann aber durch eine sehr einfache Con^ 
struction aus diesen abgeleitet werden. 

Es sei AB die Strecke, deren beide Projectionen Ä' B\ A"B" 
gegeben sind und deren wahre Länge gefunden werden soll. 
Zieht man durch den einen ihrer Endpunkte Ä in der durch 




Fig. 4. 

die Strecke AB hindurchgelegten verticalen Ebene [15] eine 
horizontale Gerade AE^ welche das von dem andern Endpunkte, 
B auf die Horizontalebene gefällte Loth in dem Punkte E 
schneidet, so entsteht ein rechtwinkliges Dreieck AEB, wel- 
ches man construiren muss, um die Länge der Strecke AB, 
der Hypotenuse dieses Dreiecks, zu erhalten. Nun kennt man 
aber von diesem Dreiecke ausser dem rechten Winkel die 
Länge der Seite AE^ welche gleich der horizontalen Pro- 
jection A^B' ist. Zieht man ferner in der verticalen Projec- 
tionstafel durch den Punkt A" eine horizontale Gerade A"E"^ 
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welche die verticale Projection von ^E' ist, so schneidet 
sie die verticale Gerade B"Bx in dem Punkte E'% der verli- 
calen Projection des Punktes E. Mithin ist B"E" die verti- 
cale Projection der Strecke BE nnd hat mit derselben gleiche 
Länge. Da man also von dem rechtwinkligen Dreiecke die 
Längen der beiden Katheten kennt, so kann man leicht das 
Dreieck selbst construiren, dessen Hypotenuse die wahre Länge 
der Strecke AB angiebt. 

Da die Figuren 3 und 4 in schiefer Parallelprojection ge- 
zeichnet sind, so haben sie für die in der darstellenden Geo- 
metrie üblichen Constructionen der Projectionsmethode keine 
unmittelbare Verwendung. Wir nollen aber sofort die Lösung 
dieser ersten Aufgabe in ihrer ganzen Einfachheit mittheilen. 
Es seien (Fig. 5) die Gerade x als Projectionsaxe und die 
Strecken A'B% Ä"B" als die beiden Projectionen einer Strecke 

gegeben. Um die wahre 
Länge dieser Strecke zu fin- 
den, zieht man durch den 
Punkt A" eine unbegrenzte 
horizontale Gerade A^^E"^ 
welche die Gerade B' B" in 
dem Punkte E" schneidet und 
auf welcher man von diesem 
Punkte aus die Länge A' B' 
bis Af^ abträgt. Zieht man 
dann die Hypotenuse A^B" 
dieses rechtwinkligen Drei- 
ecks, so giebt sie die wahre 
Länge der Strecke AB, 
Da die beiden Projec- 
^^&- ^' tionsebenen zu einander 

senkrecht sind, so könnte 
diese Construction, welche soeben in der einen dieser Ebenen 
ausgeführt ist, auch in der andern gemacht werden, wodurch 
das gleiche Resultat erzielt werden würde. 

Wenn von einem durch ebene Flächen, geradlinige Kanten 
und körperliche Ecken begrenzten Körper seine beiden Projec- 
tionen, welche sich mithin auf die Systeme der Projectionen 
der geradlinigen Kanten reduciren, gegeben sind, so kann man 
nach dem Vorstehenden aus ihnen leicht die Länge jeder belie- 
bigen Kante des Körpers bestimmen. Denn entweder ist diese 
Kante einer der beiden Projectionsebenen parallel, oder gegen 
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beide geneigt; in dem ersteren Falle ist die gesuchte Länge 
der Kante gleich der ihrer Projection, und in dem letzteren 
Falle kann man sie aus ihren beiden Projectionen mit Hülfe 
des soeben auseinandergesetzten Verfahrens construiren. 



Vergleich der darstellenden Geometrie mit 
der Algebra. 

10. Es würde hier der Ort sein, um das Verfahren anzu- 
geben, [16] nach welchem sich die Projectionen von Körpern, 
welche durch Ebenen und geradlinige Kanten begrenzt sind, 
construiren lassen; hierfür aber giebt es keine allgemeine 
Regel. Man erkennt leicht, dass die Construction der Projec- 
tionen eines Körpers mehr oder weniger leicht sein kann, 
je nach der Art und Weise, wie die Lage der Eckpunkte 
derselben bestimmt ist, und dass die Natur des Verfahrens 
von derjenigen der gegebenen Definition abhängt. Es verhält 
sich die darstellende Geometrie in diesem Punkte genau so, 
wie die Algebra, in welcher es auch kein allgemeines Verfahren 
giebt, um eine in Worten gegebene Aufgabe in Gleichungen 
umzusetzen. In jedem einzelnen Falle hängt der einzuschla- 
gende Weg von der Art ab, in welcher die Beziehung zwischen 
den bekannten und den unbekannten Grössen gegeben ist, und 
man kann die Anfänger nur durch verschiedenartige Beispiele 
daran gewöhnen, diese Beziehungen richtig zu erfassen und 
in Form von Gleichungen zu schreiben. Dasselbe gilt für die 
darstellende Geometrie. Nur durch zahlreiche Beispiele und 
den Gebrauch von Lineal und Zirkel im Zeichensaale kann 
man sich Übung und Gewandtheit in den Constructionen und 
in der richtigen Wahl der für jeden einzelnen Fall einfachsten 
und elegantesten Methode erwerben. Aber gerade, wie es in 
der Analysis'-^), nachdem eine Aufgabe in Gleichungen umge- 
setzt ist, Methoden giebt, um diese Gleichungen weiter zu be- 
handeln und aus ihnen die Werthe der Unbekannten abzuleiten, 
so besitzt auch die darstellende Geometrie allgemeine Methoden, 
um, wenn die Projectionen von Körpern ausgeführt worden 
sind, aus ihnen alles zu construiren, was aus der Gestalt und 
der Lage der letzteren folgt. 

Wir vergleichen hier nicht ohne Absicht die darstellende 
Geometrie mit der Algebra; diese beiden Zweige der Mathe- 
matik haben die engsten Beziehungen zu einander. Es giebt 

Ostwald^s Klassiker. 117. 2 
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keine Construction in der darstellenden Geometrie, welche sich 
nicht in die Analysis übertragen lässt; und umgekehrt kann 
bei Aufgaben, welche nicht mehr als drei Unbekannte enthalten^ 
jede analytische Operation als Beschreibung einer geometri- 
schen Operation aufgefasst werden. 

Es wäre zu wünschen, dass diese beiden Zweige der Mathe- 
matik zusammen gepflegt würden. Dann würde die darstel- 
lende Geometrie in die verwickeltsten analytischen Operationen 
die ihr eigene Durchsichtigkeit hineinbringen, und die Analysis 
umgekehrt die ihr eigene Allgemeinheit in die Geometrie. 



Grundsätze für die Darstellung der Gestalt und Lage 
von Flächen. Anwendung auf die Ebene. 

11. Die Übereinkunft, welche der Projectionsmethode zur 
Grundlage dient, ist geeignet, die Lage eines Punktes, [17] 
einer unbegrenzten oder begrenzten geraden Linie und folg- 
lich auch die Gestalt und Lage eines durch ebene Flächen, 
geradlinige Kanten und körperliche Ecken begrenzten Körpers 
darzustellen, da in diesem Falle der Körper vollständig be- 
kannt ist, wenn man die Lage aller seiner Kanten und Ecken 
kennt. Wenn aber der Körper begrenzt wird entweder durch 
eine einzige krumme Fläche, für deren sämmtliche Punkte also 
dasselbe Gesetz gilt, wie z. B. die Kugelfläche, oder durch 
eine Anzahl von Stücken verschiedener krummer Flächen, so 
würde dieses Verfahren nicht nur unbequem und unpraktisch 
sein und nicht den Vortheil, eine Abbildung zu geben, ge- 
währen, sondern es würde sogar unzulänglich und nicht ver- 
wendbar sein. 

Zunächst sieht man leicht ein, dass unsere früher getroffene 
Übereinkunft unbequem und sogar, wenn sie die einzige ist, 
unbrauchbar ist. Denn um die Lage aller Punkte einer krummen 
Fläche darzustellen, müsste nicht nur ein jeder derselben durch 
seine horizontale und verticale Projection gegeben sein, son- 
dern es müssten auch die beiden Projectionen eines und des- 
selben Punktes miteinander verbunden werden, damit man 
nicht Gefahr liefe, zu der Horizontalprojection eines bestimmten 
Punktes als Veiücalprojection diejenige eines anderen Punktes 
zu nehmen. Da die einfachste Art, die beiden Projectionen 
eines Punktes als zusammengehörig zu bezeichnen, die sein 
würde, sie durch eine zur Projectionsaxe senkrechte Gerade 
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zu verbinden, so würden die Zeichnungen mit einer ungeheuren 
Zahl von Linien überladen werden, welche um so verwirrender 
wirken würden, je grössere Genauigkeit erzielt werden sollte. 

Wir wollen aber noch zeigen, dass diese Methode sogar 
unzulänglich ist und der nöthigen Fruchtbarkeit entbehrt. 

unter der unendlich grossen Zahl verschiedenartiger krummer 
Flächen giebt es solche, welche sich nur in einen im Endlichen 
begrenzten Theil des Raumes erstrecken und deren Projectionen 
also nach allen Richtungen hin nur eine endliche Ausdehnung 
haben. Zu diesen Flächen gehört z. B. die Kugel, deren Pro- 
jection auf eine Ebene die Fläche "eines Kreises mit einem 
dem Kugelradius gleichen Radius überdeckt; man kann daher 
das Ebenenstück, auf welches man die Kugel projiciren soll, 
stets von genügend grossen Abmessungen nehmen, damit ihre 
ganze Projection auf dasselbe zu liegen kommt. Alle cylin- 
drischen Flächen dagegen sind nach einer bestimmten Rich- 
tung [18] unbegrenzt, genau so wie ihre erzeugende Gerade. 
Die Ebene, welche die einfachste aller Flächen darstellt, ist 
sogar nach zwei Richtungen hin unbegi*enzt. Endlich giebt 
es eine grosse Anzahl von Flächen, deren verschiedene Schalen 
sich gleichzeitig nach allen Raumgebieten hin ausdehnen. Nun 
haben aber die Zeichenblätter, auf welchen man die Projectionen 
ausführt, nothwendigerweise eine begrenzte Ausdehnung. Wenn 
man also kein anderes Mittel zur Darstellung einer krummen 
Fläche hätte, als die beiden Projectionen jedes ihrer Punkte 
anzugeben, so würde dieses nur für diejenigen Punkte der 
Fläche anwendbar sein, welche innerhalb des der Grösse der 
Projectionstafeln entsprechenden Gebietes der Fläche liegen;^ 
alle darüber hinaus liegenden Punkte der Fläche könnten nicht 
dargestellt und müssten als unbekannt angesehen werden. Die- 
ses Verfahren ist also völlig unzureichend; es ist aber auch 
unfruchtbar, da man mit seiner Hülfe nichts ableiten kann, was 
Bezug hat auf Tangentialebenen und Normalen einer Fläche, 
auf die beiden Krümmungen in jedem ihrer Punkte, auf ihre 
Krümmungslinien und Rückkehrkanten, auf ihre mehrfachen 
Linien und Punkte und endlich auf alle Dinge, welche noth- 
wendigerweise betrachtet werden müssen, sobald man auf einer 
krummen Fläche operiren will. 

Deshalb muss man also eine weitere Übereinkunft zu Hülfe 
nehmen, welche mit der ersten verträglich ist und diese überall 
da, wo sie unzureichend ist, ergänzt. Diese neue Übereinkunft 
wollen wir jetzt auseinandersetzen. 

2* 
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12. Jede kruBame Fläobe kann als erzengt gedacht werden 
dnrek die Bewegung einer krummeE Linie, welche entweder 
der Gestalt nach unverändert bleibt, während sie ihre Lage 
im Räume äjidert, oder welche gleichzeitig ihre Gestalt und 
ihre Lage im Räume ändert. Da dieser Satz durch seine all- 
gemeine Fassung dem Verständnisse Schwierigkeiten darbieten 
könnte, so woUen wir ihn an einigen wohlbekannten Beispielen 
erläutern. 

Die Cylinderflächen können vornehmlich auf zweierlei Art 
erzeugt werden, nämlich entweder durch die Bewegung einer 
geraden Linie, welche wähi'end ihrer ganzen Bewegung stets 
einer gegebenen Geraden parallel bleibt und durch eine ge- 
gebene Curve hindurchgeht, oder durch die Bewegung dieser, 
im ersteren Falle aJs Leitlinie dienenden Curve, welche bei 
ihrer ganzen Bewegung mit demselben Punkte auf der gegebenen 
Geraden ruht, während ihre sämmtlichen andern Punkte Parallelen 
zvL dieser Geraden beschreiben. Bei beiden Entstehungsaiten 
ist die Ei-zeugende, [19] welche im ersten Falle eine gerade 
Linie, im zweiten Falle eine beliebig gegebene Curve ist, der 
Gestalt nach unveränderlich und ändert allein ihre Lage im 
Räume. 

Ebenso haben die Kegelflächen haupsächlich zwei Erzeu- 
gungsweisen. 

Erstens kann man die Kegelflächen durch die Bewegung 
einer unbegrenzten Geraden erzeugt denken, welche immer durch 
einen gegebenen festen Punkt und durch eine gegebene Curve, 
an welcher sie entlang gleitet, hindurchgeht. Der Punkt, 
durch welchen die Gerade während ihrer Bewegung stets hin- 
durchgeht, ist der Mittelpunkt der Fläche, welchen man un- 
passend als Spitze bezeichnet hat. Bei dieser Entstehung 
der Kegelflächen ist die erzeugende Linie ihrer Gestalt nach 
ebenfalls unveränderlich; sie ist immer eine gerade Linie. 

Zweitens aber kann man die Kegelflächen noch auf eine 
andere Weise erzeugen, welche wir der Einfachheit wegen 
hier nur für Kegelflächen mit ELreisgrundfläche auseinander- 
setzen. Man kann sich diese Flächen entstanden denken durch 
die Bewegung eines ELreises, dessen Ebene immer zu sich 
selbst parallel bleibt, dessen Mittelpunkt stets auf einer durch 
die Spitze gehenden Geraden liegt und dessen Radius in jedem 
Augenblicke der Bewegung proportional dem Abstände sei- 
nes Mittelpunktes von der Spitze des Kegels ist. Man er- 
kennt sofort, dass der Radius des Kreises kleiner wird, wenn 
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sick die Ereisebene m ihrer Bewegung der B{»tze des Kegels 
annähert, dass er gldieh Null ist, wenn diese Ebene dwrch 
die Spitze hindurchgeht, und dass er dann umgekehrt unbe- 
grenzt wächst, wenn sich diese Ebene nach der andern Seite 
immer weiter von der Spitze entfernt. Bei dieser zweiten Ent- 
stehungsweise ändert der Kreis, welcher hier die erzeugende 
€urve ist, nicht nur in jedem Augenblick der Bewegung seine 
Lage, sondern auch seine Gestio, weil sich der Radius des 
Kreises, mithin auch seine Krümmung und sein Umfang immer- 
fort ändern. 

Betrachten wir ein drittes Beispiel. 

Eine Umdi*ehungsfläche kann durch die Bewegung einer 
ebenen Curve, welche sich um eine beliebig in ihrer Ebene 
gelegene Gerade dreht, erzeugt werden. Bei dieser Entstehungs- 
weise der Fläche besitzt die erzeugende Curve stets unverändert 
dieselbe Gestalt und verändert nur ihre Lage. Man kann 
diese Fläche aber auch durch die Bewegung eines Kreises 
erzeugt denken, dessen Mittelpunkt stets auf der gegebenen 
Axe der Fläche liegt, dessen Ebene zu dieser Axe immer 
senkrecht ist und dessen Radius in jedem Augenblicke der 
Bewegung [20] gleich der Entfernung des Axenschuittpunktes 
der Kreisebene von ihrem Schnittpunkte mit einer beliebig im 
Räume gegebenen Curve ist. Hierbei ändert also die erzeu- 
gende Curve gleichzeitig ihre Gestalt und ihre Lage. 

Diese drei Beispiele mögen genügen, um erkennen zu lassen, 
dass alle krummen Flächen durch die Bewegung von bestimmten 
krummen Linien erzeugt werden können, und dass es keine 
Fläche giebt, deren Gestalt und Lage nicht gänzlich durch 
die genaue und vollständige Angabe ihrer Entstehungsweise 
bestimmt werden kann. Diese neue Betrachtung bildet die 
Ergänzung zur Projectionsmethode. Wir werden in Zukunft 
oft Gelegenheit haben, uns von ihrer Einfachheit und Nützlich- 
keit zu überzeugen. 

Man wird also, um die Gestalt und Lage einer krummen 
Fläche zu bestimmen, nicht die Projectionen der einzelnen 
Punkte, durch welche dieselbe hindurchgeht, angeben, sondern 
für einen beliebigen Punkt die zugehörige Gestalt und Lage 
der erzeugenden Curve construiren. Hierbei hat man folgendes 
zu beachten: 

1) Da jede krumme Fläche auf unendlich viele verschie- 
dene Arten erzeugt werden kann, so ist es Sache der Geschick- 
lichkeit und des Scharfsinns des Zeichners, unter allen Erzeu- 
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gnngsarten diejenige auszuwählen, welche die einfachste Curre 
benutzt und die am wenigsten mühsamen Betrachtungen er- 
fordert. 

2) Statt für jede krumme Fläche nur eine ihrer Erzeugungs- 
arten zu betrachten, was das Studium des Gesetzes der Bewe- 
gung sowohl als desjenigen der Gestaltänderung der erzeugenden 
Curve erfordern würde, ist es, wie langjährige Erfahrung gelehrt 
hat, oft viel einfacher, gleichzeitig zwei verschiedene Erzeu- 
gungsarten der Fläche ins Auge zu fassen und für jeden Punkt 
die Construction der beiden erzeugenden Curven, welche durch 
ihn hindurchgehen^ anzugeben. 

Um also eine krumme Fläche ihrer Gestalt und Lage nach 
darzustellen, genügt es in der darstellenden Geometrie für einen 
beliebigen Punkt dieser Fläche, dessen eine Projection willkür- 
lich gewählt werden kann, die Construction der horizontalen und 
verticalen Projectionen von zwei verschiedenen Erzeugenden, 
welche durch diesen Punkt hindurchgehen, anzugeben. 

13. Wenden wir diese allgemeinen Betrachtungen zunächst 
auf die Ebene an, welche die einfachste und am häufigsten 
benutzte aller Flächen ist. 

Die Ebene wird durch eine in ihrer Anfangslage gegebene 
gerade Linie erzeugt, [21] welche sich so bewegt, dass ihre 
sämmtlichen Punkte parallele Gerade zu einer zweiten gegebenen 
geraden Linie beschreiben. Wenn die zweite gegebene Gerade 
in der betrachteten Ebene selbst liegt, so kann man auch 
sagen, dass die Ebene durch die zweite Gerade erzeugt wird, 
welche sich so bewegt, dass ihre sämmtlichen Punkte Parallelen 
zu der ersten Geraden beschreiben. 

Man erhält also ein Bild von der Lage einer Ebene durch 
die Betrachtung von zwei geraden Linien, deren jede als die 
Erzeugende der Ebene angesehen werden kann. Die Lage 
dieser zwei Geraden in der Ebene, welche sie erzeugen können, 
ist völlig gleichgültig; es handelt sich also nur darum, für die 
Projectionsmethode diejenigen Geraden auszuwählen, welche 
die einfachsten Constructionen erfordern. Aus diesem Grunde 
bestimmt man in der darstellenden Geometrie die Lage einer 
Ebene durch die Angabe der beiden Geraden, in welchen jene 
die Projectionsebenen schneidet. Offenbar müssen diese beiden 
geraden Linien die Schnittgerade der beiden Projectionstafeln 
in demselben Punkte schneiden. 

Da wir sehr häufig Ebenen zu betrachten haben werden, 
so wollen wir, um uns kürzer ausdrücken zu können, den 
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beiden Geraden, in denen die beiden Projectionsebenen von 
einer Ebene geschnitten werden nnd welche znr Bestimmung 
ihrer Lage dienen, den Namen der Spurlinien beilegen. 



Lösung mehrerer elementarer Aufgaben über die 
gerade Linie und die Ebene. 

14. Nachdem wir diese Vereinbarungen getroffen haben, 
können wir zur Lösung einer Reihe von Aufgaben übergehen, 
welche den doppelten Zweck, uns in der Projectionsmethode zu 
üben und uns^ zugleich die Hülfsmittel zur Erreichung weiterer 
Fortschritte in der darstellenden Geometrie zu verschaffen, 
verfolgen. 

Erste Aufgabe« (Fig. 6) E« sind ein Punkt P durch 
seine beiden Projectionen P', P" und eine Gerade ^r 
durch ihre beiden Projectionen g'^ g" gegeben. Man 
soll die Projectionen der Geraden h construiren, 
welche durch den Punkt P hindurchgeht und der Ge- 
raden g parallel ist 

Lösung. Die horizontalen Projectionen der gegebenen und 
der gesuchten Geraden, g' und /^', müssen zu einander parallel 
sein, da sie die Schnittge- 
raden zweier parallelen Ver- 
ticalebenen mit derselben 
dritten Ebene sind. Dasselbe 
gilt für die verticalen Pro- 
jectionen g" und h'\ [22] 
Da femer die gesuchte Ge- 
rade h durch den Punkt P 
hindurchgehen soll, so müs- 
sen ihre Projectionen bezüg- 
lich durch die Projectionen 
dieses Punktes hindurchge- 
hen. Zieht man also durch 
den Punkt P' die Gerade h' 
parallel zu g' und durch 
P" die Gerade h" parallel 
zu g"j so sind die geraden 
Linien h* und h" die gesuchten Projectionen. 

15. Zweite Aufgabe. (Fig. 7) Eine Ebene E ist durch 
ihre beiden Spurlinien e^, e^ und ein Punkt P durch 




Fig. 6. 
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»eine Projeetionen P', P" gegeben. Man soll die Spur- 
linien der Ebene A constrniren, welche durch den çe- 

gebenenPnnkt parallel 
zu der gegebenen 
Ebene hindnrchgelegt 
werden kann. 

Lotung. Die Spnrlinien 
der gesuchten Ebene A 
mfissen den Spurlini^ der 
gegebenen Ebene E besttg- 
Hch parallel sein, weil die- 
selben, paa^eise zuaam- 
mengenommen, die Schnitt- 
geraden zweier parallelen 
Ebenen mit derselben drit- 
ten Ebene sind. Man 
braucht also nur noch fdr 
jede Spurlinie einen Punkt 
zu bestimmen, durch wel- 
chen sie hindurchgehen 
wir uns durch den Punkt P 
welche in der gesuchten 
ist der Spur e^ parallel und 




Fig. 7. 



muss. Zu diesem Zwecke denken 
eine horizontale Gerade s gezogen, 
Ebene A liegt. Diese Gerade s 

schneidet die verticale Tafel in einem Punkte S^^ welcher auf 
der in der verticalen Projectionstafel liegenden Spurlinie der 
gesuchten Ebene A liegt. Die beiden Projeetionen dieses 
Punktes erhält man, wenn man durch den Punkt P" die hori- 
zontale Gerade s\ durch den Punkt P' die Parallele s' zu der 
Spur e, zieht und s' bis zu ihrem Schnittpunkte S\ mit der 
Projectionsaxe x verlängert, welcher Punkt die horizontale Pro- 
jection des Schnittpunktes der horizontalen Geraden s mit der 
verticalen Tafel ist; der Punkt S^ selbst liegt mithin auf der 
durch den Punkt S\ senkrecht zur Axe x gezogenen Geraden 
und ist, da er auch auf der Geraden s' liegen muss, der 
Schnittpunkt beider. Zieht man dann endlich die Parallele d^ 
zu der Spurlinie e^ durch diesen Punkt /S,, so ist diese die 
in der veiücalen Projectionstafel gelegene Spurlinie der ge- 
suchten Ebene A. Verlängert man die Linie d^ bis zu ihrem 
Schnittpunkte D^ mit der Axe x^ und zieht man durch diesen 
Punkt die zu der Spur e, parallele Gerade d^^ so ist letztere 
die in der horizontalen Projectionsebene gelegene Spurlinie der 
Ebene A. 
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Anstatt in der gesuchten Ebene sieh eine horizontale Ge- 
rade s gezogen zn denken, kann man auch eine zn der verti- 
ealen Projectionsebene parallele Hülfsgerade t benutzen, was 
durch ein ganz gleiches ScMnssverfahren zn der folgenden 
Construction führt. 

[2S] Durch den Punkt P* zieht man die zu der Axe x pa- 
rallele Gerade t\ durch den Punkt P" die zu der Spur e, paral- 
lele Gerade t" bis zu ihrem Axenschnittpunkte T^" und durch 
diesen eine zur Axe x senkrechte Gerade, welche die Gerade t' 
in dem Punkte T^ schneidet. Wenn man dann durch den 
letzteren Punkt zu der Spur e^ die Parallele d^ zieht, so ist 
aie die eine Spurlinie der gesuchten Ebene A. Verlängert man 
diese Spurlinie d^ bis zu ihrem Axenschnittpunkt 2)^, und zieht 
man durch diesen die Parallele d^ zu der Spurlinie e^, so hat 
man auch die SpurHnie der gesuchten Ebene in der verticalen 
Projectionstafel gefunden. 

16. Dritte Aufgabe. (Fig. 8) Eine Ebene E ist durch 
ihre beiden Spurlinien e^, e, und ein Punkt P durch 
seine beiden Projectionen P', P" gegeben. Es sollen 
die Projectionen des von dem Punkte P auf die Ebene 
E gefällten Lothes l und 
die seites Fusspunktes Q 
bestimmt werden. 

Lösung. Die Ton den 
Projectionen P', P" des ge- 
gebenen Punktes P auf die 
gleichnamigen Spurlinien der 
Ebene E gefällten Loliie /' 
und l" sind die beiden Pro- 
jecüonen des gesuchten Lo- 
liies. Denn wenn man sich 
durch das Loth l eine zu der 
horizontalen Projectionstafel 
TT' senkrechte Ebene gelegt 
denkt, so schneidet sie diese 
Projectionstafel und die 
Ebene E in zwei Geraden, 
welche beide auf der diesen 
Ebenen gemeinsamen Schnitt- 
geraden e^ senkrecht stehen. Nun ist aber die erste jener bei- 
den Geraden die Projection der verticalen Httlfsebene und mit- 
hin auch die Projection V des in dieser Hülfsebene liegenden 




Fig. 8. 
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Lothes l Folglich mnss diese ProjectioB V darch den Punkt i^' 
hindarchgelien und auf der gleiclinamigen Spur e^ senkrecht 
stehen. 

Das gleiche Schlussverfahren gilt für die zweite Projec- 
tion r. 

Um den Durchstosspunkt Q des Lothes l durch die Ebene E 
zu erhalten (Fig. 9), hat man zu beachten, dass derselbe offenbar 

auf der Schnittlinie dieser Ebene 
mit der dureh das Loth l ge- 
henden verticalen Hülfsebene 
liegen muss. Diese Schnitt- 
gerade projicirt sich also in 
die Linie l\ Bestimmt man 
noch die verticale Projection 
dieser Schnittgeraden, so muss 
auf ihr die gleichnamige Pro- 
jection Q" des gesuchten 
Punktes Q liegen und, weil 
auch die Linie l" durch jene 
hindurchgehen muss, so ist 
Q" der Schnittpunkt dieser 
beiden Geraden. Es ist also 
nur noch die- verticale Pro- 
jection der genannten Schnitt- 
geraden zu construiren. Nun 
trifft aber diese Gerade die 
horizontale Projectionstafel in dem Schnittpunkte F^ der beiden 
Geraden V und e^ (dessen verticale Projection der Fusspunkt J^/' 
des von F^ auf die Axe x gefällten Lothes ist) und die verti- 
cale Projectionstafel [24] in einem Punkte, dessen horizontale 
Projection F^' der Schnittpunkt der Geraden V mit der Axe x 
ist, und welcher selbst sowohl auf der dureh den Punkt jP^' 
gezogenen Verticalen als auf der Spurlinie e,, mithin im Schnitt- 
punkte F^ beider Geraden liegen muss. 

Nachdem man so die verticale Projection Q" des Schnitt- 
punktes von dem Lothe l mit der Ebene E gefunden hat, 
kann man leicht seine erste Projection Q' ermitteln. Fällt man 
nämlich von Q" ein Loth auf die Axe x und verlängert es 
über dieselbe hinaus, so muss das Loth durch Q' hindurch- 
gehen, welcher Punkt andererseits auch auf der Geraden T 
liegen muss. Mithin ist Q' der Schnittpunkt dieser beiden 
Geraden. 
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17. Vierte Aufgabe. (Fig. 10) Eine Gerade^ und ein 
Punkt P sind durch ihre Projectionen g\ g" und P\ 
P" gegeben. Man soll die Spurlinien der Ebene E 
construiren, welche durch den Punkt P hindurch- 
geht und auf der Geraden^ senkrecht steht. 

Lösung. Von der vorigen Aufgabe her wissen wir, dass 
jede der beiden Spurlinien der Ebene E auf der gleichnamigen 
Projection der Geraden g senk- 
recht stehen muss ; es ist daher 
für jede nur noch ein Punkt, 
durch welchen sie hindurch- 
gehen muss, zu suchen. Denkt 
man sich zu diesem Zwecke durch 
den Punkt P in der Ebene E 
eine horizontale Gerade s ge- 
zogen und bis zu ihrem Schnitt- 
punkte mit der verticalen Pro- 
jectionsebene verlängert, so fin- 
det man deren verticale Projec- 
tion s'\ indem man durch den 
Punkt P" eine Parallele zur 
Axe X zieht, und ihre horizon- 
tale Projection, indem man 
durch den Punkt P' zu der 
ersten Projection g' der Gera- 
den g eine Senkrechte s' zieht, 
deren Schnittpunkt S^ mit der 
Axe X die horizontale Projection des Schnittpunktes S^ der 
verticalen Projectionsebene und der Geraden s ist. Dieser 
Punkt iSj, welcher der Schnittpunkt der durch S^ gezogenen 
Verticalen und der Geraden s" sein muss, ist mithin ein Punkt 
der zweiten Spurlinie e, der Ebene E, und man erhält diese 
Spur ôj, wenn man durch den Punkt S^ eine Senkrechte zu g" 
zieht. Ist E^ der Schnittpunkt dieser Spurlinie e^ und der 
Projectionsaxe, so ist die durch ihn senkrecht zu g' gezogene 
Gerade e, die andere gesuchte Spurlinie. 

Wird noch verlangt, den Durchstosspunkt der gegebenen Ge- 
raden g durch die Ebene E zu bestimmen, so verföhrt man 
genau so wie in der vorigen Aufgabe. 

Soll man schliesslich von dem gegebenen Punkte P ein 
Loth auf die Gerade g fällen, so braucht man nur, nach dem 
in § 16 angegebenen Verfahren, den Durchstosspunkt [2ö] der 
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Geraden g durch die Ebene E , welcke dorcli deo Punkt P 
hinduTchgelegt ist und auf der Geraden g senkrecht steht, zu 
eonstruiren. Dann kennt man für jede der beiden Projectionen 
des gesuchten Lothes zwei Punkte, durch welche sie hindurch- 
gehen muss. 

18. Fünfte Aufgabe. (Fig. 11) Zwei Ebenen A und B 
sind durch ihre Spurlinien a^, a^ und 6^, h^ gegeben. 
Es sollen die Projectionen ihrer Schnittgeraden g 
bestimmt werden. 

Lösung. Da alle Punkte der Spurlinie a, in der Ebene A 
und alle Punkte der Spurlinie h^ in der Ebene B liegen, so 

gehört der Schnittpunkt 
. O^ beider Spurlinien 

offenbar beiden Ebenen 
gleichzeitig an und ist 
mithin ein Punkt der 
gesuchten Schnittgera- 
den g. Aus dem gleichen 
Grunde ist der Schnitt- 
punkt O^ der beiden in 
der verticalen Projec- 

tionsebene gelegenen 
Spurlinien a, und h^ 
ebenfalls ein Punkt der 
gesuchten Geraden. Die 
Schnittgerade g der bei- 
den gegebenen Ebenen 
schneidet also die erste 
Projectionsebene in dem 
Punkte 6^^, die zweite 
in dem Punkte Q^, 
Projicirt man dann den Punkt (?, auf die erste Projec- 
tionsebene, indem man von O^ das Loth Q^ G^ auf die Axe x 
fällt, und zieht man die Gerade Q^ O^^ so ist sie die horizon- 
tale Projection^' der Schnittgeraden g der beiden gegebenen 
Ebenen. In ähnlicher Weise erhält man die verticale Projec- 
tion g" dieser Geraden, wenn man Ö, mittelst des auf die Axe x 
gefällten Lothes O^ G" auf die verticale Projectionsebene pro- 
jicirt und die Gerade G^ G^ zieht. 

19. Sechste Angabe. (Fig. 12) Man soll den Neigungs- 
winkel f, welchen zwei durch ihre Spurlinien a^, a^ 
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Fig. 12. 



und b^^ b^ gegebene Ebenen A und B mit einander ein- 
schliessen, construiren. 

Lösung. Nachdem man nach der vorigen Angabe die 
horizontale Projection g' der Schnittgeraden g beider gegebenen 
Ebenen construirt hat, 
legt man senkrecht zu 
ihnen und folglich auch 

senkrecht zu ihrer 
Schnittgeraden g eine 
Htilfsebene, welche die 
beiden gegebenen Ebe- 
nen A und B in zwei 
Geraden, die den ge- 
suchten Winkel e ein- 
schliessen, schneidet. 

Die erste Spurlinie 
dieser Htilfsebene ist zu 
der horizontalen Projec- 
tion g' der Schnittgera- 
den g beider gegebenen 
Ebenen senkrecht und 
bildet mit den Geraden, 

in welchen sich A und B unfl die Htilfsebene schneiden, ein 
Dreieck, dessen der horizontalen Seite gegenüberliegender 
Winkel [26] der gesuchte Winkel e ist. Es erübrigt daher nur 
noch die Construction dieses Dreiecks auszuführen. 

Nun ist es aber gleichgültig, durch welchen Punkt der 
Schnittgeraden^ die zu den beiden gegebenen Ebenen senk- 
rechte Htilfsebene hindurchgeht, und man kann daher ihre 
erste Spurlinie beliebig in der horizontalen Projectionsebene 
wählen, nur muss sie senkrecht auf g' stehen. Zieht man 
also durch den beliebig auf g' gewählten Punkt L senkrecht 
zu g' eine Gerade, welche die horizontalen Spurlinien a^ und 
b^ der gegebenen Ebenen in den Punkten H und / schneidet, 
so ist dieselbe die Grundlinie des zu construirenden Dreiecks. 
Legt man dann die Ebene dieses Dreiecks um seine Grund- 
linie HJ in die horizontale Projectionsebene um, so bleibt bei 
dieser Bewegung der Scheitelpunkt K des Dreiecks, welcher 
zuerst auf der Schnittgeraden g gelegen ist, stets in der durch 
diese Gerade gehenden Verticalebene, weil diese senkrecht zu 
HJ ist, und liegt mithin nach erfolgtem Umlegen des Dreiecks 
in die horizontale Projectionsebene auf der Linie g'. Folglich 
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H[)raticht man jetzt nur noch die Höhe des Dreiecks oder, was 
dasselbe ist, die Länge des von dem Punkte L auf die Ge- 
rade g gefällten Lothes zu bestimmen. 

Dieses Loth liegt aber in der durch g' hindurchgehenden 
Verticalebene ; legt man diese um die verticale Gerade G^G^ 
in die verticale Projectionstafel um, und trägt man (?,' Q^ und 
Q^h auf der Projectionsaxe a; von (?,' bis G^/, bez. LP ab, 
so ist die Strecke Q^ O^^ gleich dem Stücke der Schnittgeraden g^ 
welches zwischen den beiden Projectionsebenen gelegen ist. 
Fällt man noch von dem Punkte V* das Loth L^ K^ auf die 
Gerade G^G^^, so ist dieses gleich der gesuchten Dreiecks- 
höhe. 

Trägt man schliesslich die Strecke L^K^ von dem Punkte L 
aus auf der Geraden g' bis K^ ab und vervollständigt man 
das Dreieck HKç, J, so ist dessen Winkel im Punkte iT^ gleich 
dem von den beiden Ebenen A und B eingeschlossenen 
Winkel s. 

20. Siebente Aufgabe. (Fig. 13) Zwei sich schnei- 
dende gerade Linien^ unàh sind durch ihre Projec- 
tionen ^', ^" und h'^ h" gegeben. Es soll der von 
ihnen eingeschlossene Winkel a construirt werden. 

Bevor wir an die Lösung dieser Aufgabe herangehen, be- 
merken wir, dass, weil sich *die beiden Geraden g und h 
nach der Voraussetzung schneiden sollen, der Schnittpunkt P' 
ihrer horizontalen Projectionen und der Schnittpunkt P" ihrer 
verticalen Projectionen die Projectionen des Punktes P sind, 
in welchem sich die beiden Geraden g und h schneiden, und 
dass daher die Verbindungslinie P' P" senkrecht [27] auf der 
Axe X stehen muss. Würden die Punkte P' und P" nicht in 
derselben Senkrechten zur Axe x liegen, so würden sich die 
gegebenen Geraden nicht schneiden und könnten folglich nicht 
in einer Ebene liegen. 

Lösung. Man verlängert die beiden gegebenen Geraden, 
bis sie die horizontale Projectionsebene in ihren Spurpunkten G^ 
und H^ schneiden, und construirt diese Punkte. Zu diesem 
Zwecke verlängert man die zweiten Projectionen g" und h" bis 
zu ihren Axenschnittpunkten (?/' und H^'\ welche die verti- 
calen Projectionen dieser beiden Spurpunkte sind, und zieht 
durch beide Punkte in der horizontalen Projectionsebene und 
senkrecht zur Axe x zwei Gerade, deren Schnittpunkte mit 
den nöthigenfalls verlängerten ersten Projectionen g' und h' 
der Geraden g und h ihre ersten Spurpunkte G^ und H^ sind. 
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Die Verbindnngsgerade G^H^ bildet dann mit den Tbeilen 
der gegebenen Geraden g nnd h, welche zwischen ihrem Schnitt- 
punkte P nnd ihren beiden ersten Spnrpnnkten 0^J H^ liegen, ein 
Dreieck, dessen der Grund- 
linie 0^4-04 gegenüberliegen- 
der Winkel der gesuchte 
Winkel a ist. Es ist mithin 
nur noch dieses Dreieck zu 
construiren. Dazu zieht man 
durch den Punkt P' eine 
gerade Linie P' Q senkrecht 
zu G^ H^ und legt die Ebene 
des Dreiecks G^PH^ um 
die Grundlinie G^H^ in die 
horizontale Projectionstafel 
um. Während dieser Bewe- 
gung liegt die Spitze dieses 
Dreiecks stets in der durch 
die gerade Linie P' Q gehen- 
den verticalen Ebene und 
kommt nach erfolgtem Um- 
legen in einen Punkt dieser 
Linie selbst zu liegen, dessen 

senkrechter Abstand von der Grundlinie G^H^ noch zu fin- 
den ist. 

Die horizontale Projection der gesuchten Strecke PQ 
ist P' Q und die verticale Erhebung des Endpunktes P über 
den andern Endpunkt Q ist gleich P^ P' ; folglich erhält man 
(nach Figur 5 auf Seite 16) die wahre Länge von PO, indem man 
die Strecke P'Q auf der Axe x von P^ aus bis Qj abträgt 
und dann die Hypotenuse P"Qj zieht, welche gleich der ge- 
suchten wahren Länge ist. Trägt man schliesslich die Strecke 
P" Qj auf der über P' hinaus verlängerten Geraden QP' von Q 
bis Pq ab und zieht man die Geraden PqG^ und P^^^, so 
erhält man das zu construirende Dreieck, dessen Winkel G,^ Pq^i 
gleich dem gesuchten Winkel a ist. 

21. Achte Aufgabe. Eine gerade Linien ist durch 
ihre beiden Proj ectionen ^', g" und eine Ebene E durch 
ihre beiden Spurlinien e^, e^ gegeben. Es soll der 
Neigungswinkel a der Geraden gegen die Ebene con- 
struirt werden. 

[28] Lösung. Fällt man von einem beliebigen Punkte P 
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der Geraden g ein Loth anf die Eb^ae E, so ist der Wimkel, 
welehen dieses mit der Geraden g einschliesst, gleich dem Com- 
plément des gesachten Winkels a, nnd es ist daher znr J^i^^ 
sung dieser Aufgabe die Construction dieses CompIementwiB- 
kels ausreichend. 

Wenn man aber auf den beiden Projeotionen g\ g" der 
gegebenen Geraden zwei Punkte P', P" wählt, welche in der- 
selben Verticalen zur Projectionsaxe x liegen, und durch jeden 
dieser Punkte eine Senkrechte zu der gleichnamigen Spurlinie 
der Ebene E zieht, so erhält man die horizontale und verti- 
cale Projection jenes Lothes. Damit ist aber jetzt diese Auf- 
gabe auf die vorige, welche den Winkel zweier sich schnei- 
denden Geraden zu finden lehrte, zurückgeführt. 

22. Will man die Karte eines Landes aufnehmen, so denkt 
man sich gewöhnlich die hervorragenden Punkte desselben 
durch gerade Linien, welche Dreiecke begrenzen, mit ein- 
ander verbunden. Es handelt sich dann darum, diese Dreiecke 
in verjüngtem Maassstabe in die Karte einzutragen und zwar 
in derselben Anordnung, in welcher sie in Wirklichkeit liegen. 
Die Operationen, welche man dazu auf dem Terrain vornehmen 
muss, bestehen hauptsächlich in dem Messen der Winkel dieser 
Dreiecke. Wenn diese Winkel dann unmittelbar in die Karte 
sollen übertragen werden können, so müssen sie in horizontalen, 
der Kartenebene parallelen Ebenen liegen. Ist aber die Ebene 
eines solchen Winkels gegen die Kartenebene geneigt, so darf 
man nicht mehr den Winkel selbst eintragen, sondern nur 
seine horizontale Projection; diese letztere kann man immer 
bestinmien, wenn man ausser dem Winkel selbst noch die 
Neigungswinkel seiner beiden Schenkel gegen die Horizontal- 
ebene gemessen hat. Dies führt uns zu dem folgenden Ver- 
fahren, welches unter dem Namen der Réduction eines 
Winkels auf den Horizont bekannt ist. 

Neunte Aufgabe. (Fig. 14) Es sind die Winkel a, ö-^, 
(7, gegeben, welche zwei Gerade miteinander und mit 
der horizontalen Ebene bilden. Man soll die hori- 
zontale Projection a' des ersten dieser drei gege- 
benen Winkel construiren. 

Lösung» Es sei A' die horizontale Projection des Schei- 
tels des Winkels a und A' E' diejenige eines seiner Schenkel, 
sodass man also, um den Winkel a' zu erhalten, nur noch 
seinen andern Schenkel zu constiuiren hat. Die zweite Pro- 
jectionstafel mag durch die Gerade A' E'^ welche dann die 
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Projectionsaxe x iât, Mmdnrchgebcn. Hierauf nrählt man lauf 
der durch den Punkt A' geaogenen Vertioalen n einen belie- 
bigen Punkt Ä [29] und betrachtet diesen als den Scheitel- 
punkt des gemessenen 
Winkels a. Zieht man 
dann durch den Punkt Ä 
die Gerade AB^ welche 
ndt der horizontal gele- 
genen Projectionsaxe x 
den Winkel -45^' gleich 
dem Neigungswinkel a^ 
des ersten Schenkels ge- 
gen die Horizontalebene 
einschliesst, so ist der 
Punkt B der horizontale 
Spurpunkt dieses ersten 
Schenkels. Zieht man 
femer durch den Punkt 
A eine zweite Gerade 
AG^ welche mit der 
Projectionsaxe x den 
Winkel a^ einschliesst, ^ Fig. 14. 

und beschreibt man um 

A' als Mittelpunkt mit dem Radius A' G einen Kreisbogen CF, 
so kann der zweite Schenkel die horizontale Ebene nur in 
einem Punkte dieses Kreisbogens schneiden. Es handelt sich 
also nur noch darum, den Abstand dieses letzteren Punktes 
von einem beliebigen anderen Punkte, z. B. dem Punkte B zu 
finden. 

Nun liegt aber dieser Abstand in der Ebene des ge- 
messenen Winkels a. Zieht man also die Gerade AD^ sodass 
der Winkel BAD gleich a ist, und trägt man die Strecke AG 
von A aus bis Z> ab, so ist die Strecke BD gleich der ge- 
suchten Entfernung. 

Beschreibt man schliesslich mit dem Radius BD um den 
Punkt A' als Mittelpunkt einen Kreisbogen, welcher den ersten 
Kreisbogen G F in dem Punkte E schneidet, so ist ^ der 
horizontale Spurpunkt des zweiten Schenkels. Folglich ist ^4 ' J?/ 
die horizontale Projection dieses Schenkels und der Winkel 
BA'E die gesuchte Projection a' des gemessenen Winkels a. 

Die vorstehenden neun Aufgaben genügen kaum, um einen 
Begriff von der Projectionsmethode zu geben, und können 

Ostwald'a Klassiker. 117. 3 
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daher nicht alle ihre Hülfsmittel zeigen. Aber indem wir za 
allgemeineren Betrachtungen fortschreiten, werden wir zugleich 
bemüht sein, die Operationen dnrchznfQhren , welche am ge- 
eignetsten sind, uns dieses Ziel erreichen zu lassen. 



Zweiter Theil. 
Tangentialebenen nnd Normalen krummer Flächen. 

Einleitung. 

23. Da jede krumme Fläche auf mehrere Arten durch die 
Bewegung von Curven erzeugt werden kann, so ist es immer 
möglich, für jeden beliebigen Punkt einer Fläche zwei ver- 
schiedene durch ihn hindurchgehende Erzeugende zu betrachten ; 
zieht man in diesem Punkte an jede der beiden Erzeugenden 
die Tangente, so ist die durch die beiden Tangenten bestimmte 
Ebene [30] die Tangentialebene. Der Punkt der Fläche, 
in welchem sich die beiden Erzeugenden schneiden, und wel- 
cher sowohl auf den beiden Tangenten als in der Tangential- 
ebene liegt, ist der Berührungspunkt dieser Ebene mit der 
Fläche. 

Die durch den Berührungspunkt senkrecht zu der Tangen- 
tialebene hindurchgezogene Gerade heisst die Normale der 
Fläche. Sie steht auf dem Flächenelement senkrecht, weil 
dasselbe in jeder Richtung der Lage nach mit der Tangential- 
ebene, welche als seine Fortsetzung betrachtet werden kann^ 
zusammenfällt. 

24. Die Betrachtung der Tangentialebenen und Normalen 
krummer Flächen ist für eine grosse Anzahl von Künsten sehr 
nützlich und für mehrere derselben sogar ganz unerlässlich. 
Wir wollen daför zwei Beispiele geben, eins für jeden der 
beiden Fälle, und nehmen diese aus der Baukunst und aus der 
Malerei. 

Die verschiedenen Stücke, aus denen Quadersteingewölbe 
erbaut sind, heissen Gewölbsteine, und F u g e n 3) heissen die 
Seitenflächen dieser Steine, längs deren sich zwei benachbarte 
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Steine berühren , gleich^ltig ob beide derselben Schicht oder 
zwei benachbarten angehören. 

Die Lage der Fngen ist mehreren Bedingungen unterworfen, 
welche nothwendig erftült sein müssen. Wir werden im Laufe 
dieser Vorlesungen allmählich alle diese Bedingungen kennen 
lernen; für den Augenblick wollen wir uns nur mit derjenigen 
besch^gen, welche auf unsere gegenwärtigen Untersuchungen 
Bezug hat. 

Diese Bedingung, denen die Lage der Fugen genügen 
muss, ist die, dass sie senkrecht aufeinander und auf die 
Gewölbfläche treffen müssen. Wenn man von diesem Gesetze 
merkbar abwiche, so würde man nicht nur die allgemeinen 
Schönheitsregeln, ohne deren Befolgung keine gefällige Wir- 
kung zu erzielen möglich ist, rerletzen, sondern auch Gefahr 
laufen, das Gewölbe weniger fest und dauerhaft zu machen. 
Denn würde eine der Fugen schief auf die Gewölbfläche auf- 
treffen, so müsste von den beiden längs dieser Fuge anein- 
anderstossenden Gewölbsteinen der eine einen spitzen, der an- 
dere einen stumpfen Flächenwinkel besitzen, und die Steine 
könnten dem Gegendrucke, welchen sie aufeinander ausüben, 
nicht den gleichen Widerstand entgegensetzen; bei der Spröt 
digkeit des Materials würde der spitze Winkel der Gefahr des 
Zersplittems ausgesetzt sein, wodurch nicht nur die Gestalt 
des Gewölbes verunstaltet, sondern auch die [31] Dauer- 
haftigkeit des Gebäudes beeinträchtigt werden würde. Die 
Construction eines Gewölbes aus Gewölbsteinen erfordert mithin 
unbedingt die Betrachtung der Tangentialebenen und Normalen 
der von demselben gebildeten krummen Fläche. 

25. Gehen wir zu einem zweiten Beispiele über, welches 
auf den ersten Blick nicht von der Art zu sein scheint, dass 
es einer gleich strengen Behandlung fähig ist. 

Man ist gewohnt, in der Malerei zwei verschiedene Theile 
der künstlerischen Thätigkeit zu unterscheiden. Der eine ge- 
hört der eigentlichen Kunst an und hat das Ziel, in dem Be- 
schauer eine bestimmte Erregung, eine bestimmte Empfindung 
hervorzurufen, oder ihn in die Stimmung zu versetzen, welche 
ihn am besten befähigt, einen bestimmten Eindruck in sich 
aufzunehmen. Dieser Theil seiner Thätigkeit verlangt von dem 
Künstler eine innige Bekanntschaft mit der Psychologie^) und 
die genauesten Kenntnisse von der Natur der Dinge, von der 
Art, in welcher sie auf uns einwirken, und von den, selbst 
unwillkürlichen Kennzeichen, durch welche sich diese Einwir- 

3* 
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kung kundgîebt. Dies Alles kann aber nur das Resnltat einer 
ganz ausgezeichneten Erziehung sein, wie sie kaum Jemand zu 
Theil wird und wie wir sie nieht im Entferntesten unseren 
jungen Künstlern angedeihen lassen. Dieser Tkeil der künst- 
lerischen Thätigkeit ist keiner allgemeinen Regel unterwarfen, 
und in Bezug auf ihn lassen sieh nur ^te RaihschUge geben. 

Der andere Theil der Thätigkeit in der Malerei umfasst 
genau genommen das Handwerksmässige derselben und erstrebt 
die sorgsame Ausführung der geistigen Schöpfnngen d«s ersten 
Theiles. Hier ist nichts wiUküiüch, alles kann vielmehr auf 
Grund einer streng^i Schlussfolgerung vorausgesehen werden, 
weil es das nothwendige Ergebniss des Zusammenwirkens ge- 
eigneter Objecte und gegebener Umstände ist. Wenn ein Ob- 
ject der Gestalt und Lage nach bestimmt ist, wenn man die 
BeschafiTenheit, Zahl und Lage aller Körper kennt, welche es — 
entweder mit dkectem oder refleotirtem Lichte — beleuchten 
können, wenn die Lage des Auges des Beschauers festgelegt 
ist und schliesslich alle Umstände, welche auf die Besichtigung 
Einfluss haben können, ermittelt und gut bekannt sind, so ist 
das Bild jedes Punktes auf der sichtbaren Oberfläche des Ob- 
jectes völlig bestimmt. Alles was sich auf den Farbenton und 
die Helligkeit dieses Bildes bezieht, hängt ab von der Lage 
der Tangentialebene in diesem Punkte des Objectes zu den 
beleuchtenden Körpern und zu dem Auge des Beschauers und 
kann durch Ueberlegung allein gefunden werden; ist es auf 
solche Weise bestimmt, so muss es genau angewendet werden. 
Jede Abschwächung ebenso wie jede Uebertreibung würde den 
Anblick und die Gestalt des Objectes verändern und eine 
andere Wirkung als die von dem Künstler beabsichtigte her- 
vorbringen. 

Ich weiss sehr wohl, dass die oft nothwendige schnelle 
Ausführung [32] nur selten eine Methode zu benutzen gestattet, 
welche den Geist jeder sinnlichen Hülfe beraubt und ihn allein 
auf die Ausbildung seiner Verstandesfähigkeiten hinweist, und 
dass es für den Maler weit leichter ist, seine Objecte in Bezug 
auf ihre Stellung, Lage, Farbentöne und Helligkeitsverhältnisse 
zu beobachten und dann nachzubilden. Wenn er sich aber 
daran gewöhnt hätte, die Lage der Tangentialebenen und der 
beiden Krümmungen — von diesen sprechen wir in späteren 
Vorlesungen — in jedem Punkte der zu malenden Flächen in 
Betracht zu ziehen, so würde er davon bedeutenden Nutzen 
haben und im Stande sein, die Wirkungen, welche er durch 



Digitized by VjOOQIC 



Darstellende Geometrie. 37 

Ansserachtlassen einiger UmstHnde vielleicht nicht erzielt hat, 
noch hervorzubringen und andere Wirkungen, welche durch 
fremdartige Umstände veranlasst sind, zu beseitigen. 

Schliesslich sind solche nichtssagenden Ausdrücke, wie 
halbflach, hell dunkel, welche die Maler fortwährend ge- 
brauchen, nur ein beständiges Zeugniss daftir, dass sie ein- 
gehendere Kenntnisse und strengere Ueberlegungen nothwendig 
brauchen. 

26. Unabhängig von ihrer Verwendbarkeit und Nfltzlichkeit 
für viele Künste ist die Untersuchung der Tangentialebenen 
und Normalen krummer Flächen in der darstellenden Geometrie 
eines der fruchtbarsten Hülfsmittel zur Lösung von Aufgaben, 
die durch andere Verfahren nur sehr schwierig zu lösen sind 
und von denen wir einige Beispiele geben werden. 

Methode für die Bestimmung der Tangentialebenen 
in gegebenen Punkten krummer Flächen. 

27. Die allgemeine Methode, um die Tangentialebene einer 
krümmten Fläche zu bestimmen, besteht (vgl. Artikel 23) darin, 
durch den Berührungspunkt die Tangenten an zwei verschiedene 
durch diesen Punkt gehende Erzeugende zu ziehen und dann 
die durch diese zwei Geraden bestimmte Ebene zu construiren. 
In einigen besonderen Fällen weicht man zwar, um die Con- 
structionen abzukürzen, ein wenig von der buchstäblichen Be- 
folgung dieser Vorschrift ab, aber man verfährt immer in ganz 
ähnlicher Weise. 

Mit der Construction der Normalen beschäftigen wir uns nicht 
besonders, weil diese auf die Construction einer zur Tangen- 
tialebene senkrechten Geraden hinausläuft, und wir diese 
Construction bereits auszuführen gelernt haben (vgl. S. 25 — 26). 

28. Erste Aufgabe. (Fig. 15 u. 16) In einem Punkte P 
einer Cylinderfläche, dessen horizontale Projection 
gegeben ist, soll die Tangentialebene an diese 
Fläche gelegt werden. 

Lösung. Es seien a', a" die horizontale und verticale 
Projection der gegebenen Geraden a, welcher die Erzeugenden 
der Cylinderfläche |"3S] parallel sein sollen. In der horizon- 
talen Ebene sei die Curve k gegeben*), durch welche die 



♦) 'In der Figur 15 ist als diese Curve k der durch die Punkte B, 
C gehende Kreis mit dem Mittelpunkte Ä gezeichnet.] 
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geradlinige Erzeugende stets hindnrchgeken soll, und welche 
man als die horizontale Spur der Oylinderfläche auffassen kann. 
Endlich sei P' die gegebene Horizontalprojection des Punktes 
der Oylinderfläche, in welchem die Tangentialebene an diese 
construirt werden soll. 

Zieht man durch den betrachteten Punkt P der Fläche, 
dessen horizontale Projection nach P' fällt, die zugehörige 
geradlinige Erzeugende w, so ist diese, da sie eine gerade 




Fig. 15. 

Linie ist, ihre eigene Tangente und mithin eine der beiden 
Geraden, welche die Lage der gesuchten Tangentialebene be- 
stimmen. Diese Gerade m muss ferner der gegebenen Geraden 
a parallel sein, folglich sind ihre beiden Projectionen den Ge- 
raden a' und d' bezüglich parallel. Zieht man also durch 
den Punkt P' eine Parallele zu der Geraden a', so erhält man 
die horizontale Projection m der Erzeugenden m. Um ihi-e 
verticale Projection zu erhalten, verlängert man die Erzeugende 
m auf der Cylindei*fläche, bis sie die horizontale Projections- 
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«ebene schneidet; dies kann nur in einem Punkte geschehen, 
welcher gleichzeitig anf der horizontalen Projection m' der 
Erzengenden and auf der Leitlinie k liegt und also ein Schnitt- 
punkt beider sein muss. Man verlängert also die Gerade m'^ 
l)i8 sie irgend einen Theil der Curve k schneidet. 

Hier bieten sich nun zwei Fälle dar: entweder schneidet 
die Gerade m' die Spur der Cylinderfläche nur in einem ein- 
zigen Punkte oder in mehreren. Wir wollen die beiden Fälle 
getrennt behandeln und zunächst annehmen, dass die Gerade 
w,\ wie weit wir sie auch verlängern, die Curve k nur in 
einem Punkte B schneidet. Da dieser Punkt B der erste 
Spurpunkt der Erzeugenden m ist, so erhält man ihre verticale 
Projection m", indem man den Punkt B mittelst der verticalen 
Geraden BB" auf die verticale Projectionsebene projicirt und 
durch den Punkt B" die Parallele m" zu d' zieht. Man hat 
mithin jetzt die beiden Projectionen einer der Geraden, durch 
welche die gesuchte Tangentialebene hindurchgehen muss. Die 
verticale Projection P" des Bertlhrungspunktes P muss nun 
sowohl auf der durch den Punkt P' zur Axe x gezogenen Senk- 
rechten als auf der zweiten Projection m" der Erzeugenden m 
und folglich in ihrem Schnittpunkte liegen. 

Schneidet die Gerade m! die Spur k der Cylinderfläche in 
mehreren Punkten B^ (7, . . ., so verfährt man für jeden dieser 
Punkte in genau derselben Weise, wie es soeben für den Fall 
eines einzigen Schnittpunktes B beschrieben worden ist. [34] 
Daraus folgt nur, dass man die verticalen Projectionen P"P", 
<J" Q"j . . ., von eben so vielen erzeugenden Geraden und die 
verticalen Projectionen von eben so vielen Berührungspunkten 
P", 0", . . . erhält, als es Schnittpunkte der Geraden m' mit 
der Curve k giebt. 

In den Figuren 15 u. 16 ist die Spur k der Cylinder- 
fläche ein Kreis, welcher von einer schneidenden Geraden 
im allgemeinen in zwei Punkten getroffen wird. Es muss also 
die durch den Punkt P' gezogene Verticale die Cylinderfläche 
in zwei Punkten schneiden, zuerst in dem Punkte P, welcher 
auf der durch den Punkt B gehenden Erzeugenden liegt und 
dessen verticale Projection P" ist, und dann in dem Punkte 
0", welcher auf der durch den Punkt C gehenden Erzeugenden 
liegt und dessen verticale Projection Q" ist. Obgleich die 
beiden Punkte P und Q dieselbe Horizontalprojection P' be- 
sitzen, fallen sie durchaus nicht zusammen und zu jedem von 
ihnen gehört eine besondere Tangentialebene. Jetzt hätte man 
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weiter ftr jedeii BerfOinuigsptaïkt eine zweite Gerade zu con- 
stmiren, welche die Lage der Tangentialebene in dem Punkte 
bestimmt. Wollte man streng nach der allgemeinen Methode 
verfahren, so mässte man, indem man die Spurlinie der Oj^ 
linderfläche als eine zweite Ikzeugende ansieht, durch jedeu 
Berührungspunkt eine solche hindurchlegen und an dieselbe 
die betreffende Tangente coastruiren. Bei den CyUnderaächen 




Fig. 16. 

kann man aber eine einfachere Betrachtung benutzen. Die 
Tangentialebene im Punkte P berührt die Fläche längs der ge- 
radlinigen Erzeugenden m, welche durch diesen Punkt hindurch- 
geht, und also auch in dem Spurpunkte B^ welcher ein Punkt 
der Graden m ist; folglich muss die gesuchte Tangentialebene 
auch durch die im Punkte ^ an die Leitlinie k des Cylin- 
ders gezogene Tangente hindurchgehen. Durch den gleichen 
Schluss erkennt man, dass die Tangentialebene im Punkte Q 
durch die im Punkte C an die Leitlinie k gezogene Tangente 
hindurchgehen muss. . Wenn man also in den beiden Punkten 
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B und C die Tangenten s^ nnd t^ an den Spurkreis zieht 
und si© verlllngert, bis sie die Projectionsaxe in den beiden 
Punkten S^ und T^ schneid^ so hat man damit die in der 
horizontalen Ebene gelegenen Spurlinien der beiden Tangential- 
ebenen erhalten. 

Es bleiben jetzt nur noch die in der verticalen Ebene ge- 
legenen Spurlinien der beiden Tangentialebenen zu construiren 
übrig. Da man für jede dieser Spurlinien bereits einen Punkt ä^, 
bez. T^ kennt, durch welchen sie hindurchgehen muss, so 
braucht man für jede nur noch einen Punkt zu bestimmen. 

Fig. 16. Zu diesem Zwecke construiren wir, indem wir für 
die erste der beiden Ebenen das Verfahren auâeinandersetzen, 
denjenigen Punkt, [35] in welchem eine durch den Berührungs- 
punkt P in der Tangentialebene gezogene horizontale Gerade h 
die verticale Projectionsebene schneidet. Die horizontale Pro- 
jection K dieser Hülfsgeraden h erhält man, indem man durch 
den Punkt P' eine Parallele zu der ersten Spurlinie s^ dieser 
Tangentialebene zieht und zwar, bis sie die Axe x in dem 
Punkte H^' schneidet; die verticale Projection h" ist die durch 
den Punkt P" gezogene horizontale Gerade. Der gesuchte 
Schnittpunkt der Geraden h und der zweiten Projectionsebene 
muss sowohl auf der durch den Punkt Jï,' gezogenen Verti- 
calen als auch auf der durch den Punkt P" gezogenen Hori- 
zontalen K' liegen und ist folglich der Schnittpunkt H^ beider. 
Verbindet man schliesslich noch die Punkte H^ und S^j. durch 
die Gerade s„ so ist sie die zweite Spurlinie der betrachteten 
Tangentialebene. Um die zweite Spurlinie der anderen Tangen- 
tialebene zu finden, verfährt man in ganz gleicher Weise: man 
zieht durch den Punkt P' zu der Spurlinie t^ eine Parallele i'j 
welche die Axe in dem Punkte J\ trifft, und errichtet in J'j 
auf der Axe x eine Senkrechte, welche die durch den Punkt 
Q" gezogene horizontale Gerade i' in dem Punkte J, sehneidet. 
Die Verbindungsgerade der beiden Punkte «T^ und T^ ist dann 
die gesuchte zweite Spurlinie t^,^) 

29. Zweite Aufgabe. (Fig. 17) In einem durch seine 
Horizontalprojeetion gegebenen Punkte einer Kegel- 
fläehe soll man die Tangentialebene an die Fläche 
construiren. 

Lösung. Die Lösung dieser Aufgabe weicht von der vorigen 
nur darin ab, dass die erzeugende Gerade, statt immer sich 
selbst parallel zu bleiben, stets durch die Spitze des Kegels, 
welche durch ihre beiden Projectionen gegeben ist, gehen muss. 
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Wir glauben daher, dass es sich nicht empfiehlt, die Lösung 
hier durchzuführen, und empfehlen vielmehr dem Leser, sie 
selbst zu suchen, wozu wir ihm die nachfolgende Figur 17 
als Hülfsmittel für den Fall, dass ein solches noch nöthig isty 
an die Hand geben. 




Fig. 17. 

30. Dritte Aufgabe. (Fig. 18 u. 19) Man soll in einem 
durch seine Horizontalprojection gegebenen Punkte P 
einer ümdrehungsfläche, deren Axe a vertical steht, 
die Tangentialebene an die Fläche construiren. 

Lösung« Es sei A die gegebene horizontale Projection der 
ümdrehungsaxe a, a" ihre verticale Projection, ä" die gegebene 
erzeugende Curve, wie sie eine durch die Axe a gelegte Ebene 
(in der Figur die zur verticalen Projectionsebene parallele 
Ebene) aus der Fläche ausschneidet, und P' die gegebene hori- 
zontale Projection des Berührungspunktes P. 

Denkt man sich durch den Berührungspunkt P und die 
ümdrehungsaxe a eine verticale Ebene hindurchgelegt, deren 
horizontale Projection die unbegrenzte Gerade AP ist, so 
schneidet diese Ebene die Umdrehungsfläche in der [36] durch 
den Punkt P gehenden erzeugenden Curve. Zieht man durch 
den Punkt P' eine verticale Gerade, so schneidet sie die eben 
erwähnte Erzeugende und folglich auch die Umdrehungsfläche 
in einem oder mehreren Punkten P, 0, . . ., welche ebenso viele 
Berührungspunkte mit der gemeinsamen horizontalen Projection 
P' sind. Alle diese Berührungspunkte findet man dadurch. 
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dass man die Strecke ÄP' auf der Projectionsaxe x von Ä' 
bis Bj; abträgt und durch den letzteren Punkt eine Parallele 




Fig. 18. 

zu a" zieht; die Punkte B'\ C", . . ., in denen diese Gerade 
die Curve Ä;" schneidet, geben die Höhen über der horizontalen 
Projectionstafel für ebenso viele Schnittpunkte der durch den 
Punkt P' gezogenen Verticalen mit der durch P gehenden Er- 
zeugenden der Fläche an. Um die verticalen Projectionen der 
gesuchten Berührungspunkte zu erhalten, zieht man durch alle 
diese Punkte B'\ C'\ . . . unbegrenzte horizontale Gerade, auf 
welchen jene liegen müssen; andererseits müssen sie aber auch 
auf der durch den Punkt K senkrecht zur Projectionsaxe x 
gezogenen Geraden liegen. Die Schnittpunkte P", Q", ... 
dieser letzteren Senkrechten mit den eben erwähnten horizon- 
talen Geraden sind mithin die zweiten Projectionen der ver- 
schiedenen Berührungspunkte. 
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Legt man feiner dnrch jeden Bertthmngspnnkt eine hori- 
zontale Ebene hindurch, so schneidet diese die Umdrehttngs- 
fläche in einem Kreise, welcher als eine zweite erzengende 
Curve derselben betrachtet werden kann; der Mittelpunkt dieses 
Kreises liegt auf der Axe a und die Tangente im Berührungs- 
punkte steht, da sie auf dem zugehörigen Radius senkrecht 
steht, auch senkrecht auf der durch die Gerade AP hindurch- 
gelegten verticalen Ebene, in welcher dieser Radius liegt. Die 
durch diese Kreistangente hindurchgehende Tangentialebene 
muss folglich auch auf derselben verticalen Ebene senkrecht 
stehen und daher in der horizontalen Projectionsebene eine 
zu AP senkrechte Spur haben, zu deren Bestimmung man 
nur noch ihren senkrechten Abstand von dem Punkte A zu 




Fig. 19. 

bestimmen braucht. Zieht man nun durch die Punkte P*^ 
C", ... die Tangenten B" F^, G" G^j ... an die Erzeugende 
k"j so geben die Sti-ecken A"F^y ■^" ^xy • • • ^^® gesuchten 
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Abstände. Trägt man schliesslich diese Strecken von A aus 
auf der Geraden AF' bez. bis F^ (?,... ab und zieht man 
durch die so erhaltenen Punkte die zu AF' senkrechten Ge- 
raden s^, #4, . . ., welche die Projectionsaxe in den Punkten *S^, 
T^, ... schneiden, so sind letztere Geraden die ersten Spur- 
linien der gesuchten Tangentialebenen. 

Um in der verticalen Projectionsebene die Spurlinien aller 
dieser Ebenen zu erhalten, muss man sich durch jeden Berüh- 
rungspunkt eine horizontale Gerade in der zugehörigen Tangen- 
tialebene gezogen und bis zu ihrem Durchstosspunkte durch die 
verticale Projectionstafel verlängert denken. [37| Jede solche 
Gerade ist die Tangente an den durch den zugehörigen Be- 
rührungspunkt gehenden Parallelkreis der Fläche, und ihr in 
der verticalen Projectionsebene gelegener Spurptmkt gehört 
der in derselben Ebene liegenden Spurlinie der betreffenden 
Tangentialebene an. Für alle Berührungspunkte P, 0, . . . 
haben die horizontalen Hülfsgeraden h, i, , . , dieselbe hori- 
zontale Projection, nämlich die durch den Punkt P' senkrecht 
zu AF' gezogene Gerade h\ welche in dem Punkte H^' die 
Projectionsaxe schneidet. Zieht man durch H^' eine verticale 
Gerade, so liegen auf ihr alle Durchstosspunkte der horizon- 
talen Hülfsgeraden durch die verticale Projectionstafel, und da 
diese Punkte auch auf den durch P", C", . . . gezogenen hori- 
zontalen Geraden h", i'\ . . . liegen müssen, so sind sie die 
Schnittpunkte H^^ J^, ... derselben mit der verticalen Geraden 
durch Pg • J^der dieser Punkte liefert einen Punkt der gesuchten 
zweiten Spurlinie für je eine der betrachteten Tangentialebenen. 
Folglich ist die Gerade s,, welche P, mit S^ verbindet, die 
zweite Spnrlinie der ersten Tangentialebene, die Gerade t^, 
welche J, mit T^, verbindet, diejenige der zweiten Tangenüal- 
ebene, und so fort, wenn deren noch mehrere zu betrachten 
sind. 

Wir beschränken uns jetzt auf die drei soeben behandelten 
Beispiele, weil diese für alle Flächen, deren Erzeugung wir 
früher (vgl. S. 20 — 22) beschrieben haben, ausreichen. In der 
Foi-tsetzung dieses Werkes werden wir Gelegenheit haben, die 
Erzeugung von weit mehr Flächenfamilien kennen zu lernen 
und dann das gleiche Verfahren zur Bestimmung ihrer Tan- 
gentialebenen und Normalen anwenden. Jetzt wollen wir eine 
Aufgabe behandeln, zu deren Lösung man mit Vortheil die 
Betrachtung einer Tangentialebene benutzt. 

31. Vierte Aufgabe. (Fig. 20) Zwei Gerade g und h 
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sind durch ihre horizontalen und verticalen Projec- 
tionen^', h' und /', ä" gegeben. Es sollen die beiden 
Projectionen n^ w" ihres kürzesten Abstandes (d. h. 
der Geraden, welche gleichzeitig auf den beiden 
Geraden^ und h senkrecht steht) construirt und die 
wahre Länge desselben bestimmt werden. 

Lösung. Durch die erste der beiden gegebenen Geraden g 
denken wir uns eine Ebene X parallel zu der zweiten Geraden h 
gelegt, was immer möglich ist; denn wenn man durch einen 
beliebigen Punkt der Geraden g eine Parallele zu der Geraden 
h zieht und diese dritte Gerade sich immer parallel zu sich 
selbst die Gerade g entlang bewegen lässt, so erzeugt sie die 
Ebene Z. Femer denken wir uns um die Gerade h als Axe 
einen Ereiscylinder construirt, [38] dessen Radius gleich dem 
gesuchten kürzesten Abstände der beiden Geraden g und h ist. 
Diese Cylinderfläche wird von der zuerst construirten Ebene Z 
längs einer zur Cylinderaxe h parallelen Geraden m berührt, 
welche die Gerade g in einem bestimmten Punkte P schneidet. 
Zieht man durch diesen Punkt eine Senkrechte zu der Ebene Z, 
so ist sie die gesuchte Gerade des kürzesten Abstandes; denn 
sie geht durch einen Punkt der Geraden g^ steht in diesem 
auf g senkrecht und schneidet die Gerade h unter einem rechten 
Winkel, da sie ein Radius der um die Gerade h als Axe con- 
struirten Cylinderfläche ist. 

Es kommt also nur noch darauf an, alle Schritte dieser 
Lösung allmählich durch Construction wirklich auszuführen. 

1. Um die Spurlinien s^ , s^ der durch die Gerade g parallel 
zu der andern Geraden h gelegten Ebene Z zu construiren, sucht 
man zunächst den Punkt G^j in welchem die Gerade g die 
horizontale Ebene schneidet; dieser ist ein Punkt der ersten 
Spurlinie s,. Nachdem man die verticale Projection g" bis 
zum Schnittpunkte G^" mit der Projectionsaxe x verlängert 
hat, zieht man durch den Punkt G" eine Senkrechte zu x^ 
welche die horizontale Projection g' in dem gesuchten ersten 
Spurpunkte G^ schneidet. Femer zieht man durch den zweiten 
Spurpunkt der Geraden g, dessen Horizontalprojection G^ ist 
und dessen Verticalprojection mit dem Punkte G^ selbst zu- 
sammenfällt, zu der Geraden h die Parallele t, deren Projec- 
tionen man erhält, indem man durch G^' zu li die Parallele i' 
und durch G^ zu K' die Parallele i" zieht. Errichtet man in 
dem Schnittpunkte //' der Axe x mit i" eine Senkrechte, so 
schneidet diese die erste Projection i' in dem ersten Spur- 
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punkte J^ der Htüfsgeraden i. Der Punkt J^ ist dann eben- 
falls ein Punkt der ersten Spurlinie der gesuchten Ebene Z. 




Fig. 20. 

Zieht man also die Gerade G^^ J^, welche man bis zu ihrem 
Schnittpunkte S^ mit der Axe x verlängert, so ist sie die 
gesuchte erste Spurlinie s^. Verbindet man noch die Punkte 
S^ und öj durch eine Gerade, so ist diese offenbar die zweite 
Spurlinie s, derselben Ebene. 

2. Um die Bertthrungslinie m der Ebene Z mit der Cylinder- 
aäche zu construiren, muss man von einem beliebigen Punkte 
der Geraden ä, welche die Axe des Cy linders ist (z. B. von 
ihrem ersten Spurpunkte ^J, ein Loth auf die tangirende Ebene 
Z fällen; der Fusspunkt K dieses Lothes ist ein Punkt der 
Berührungslinie m. Um diesen Fusspunkt nach der früher 
(vgl. Art. 16, S. 25 — 26) gegebenen Methode zu finden, be- 
stimmt man zunächst die Projectionen des erwähnten Lothes, 
[39] indem man durch die Punkte H^^ H^' bez. die Senkrechten 
t^ r zu den Spurlinien s,, s^ zieht. Nachdem man dann die 
Gerade V verlängert hat, bis sie die Spurlinie s^ in dem Punkte 
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F^ nnd die Projectionsaxe x in dem Pnnkte F^' àchneidet, 
projioirt man den ersteren in. den Punkt F^' der Projections- 
axe x, den letzteren in den Punkt F^ der Spurlinie 5, und 
zieht dann die Gerade F^" F^, deren Schnittpunkt mit Î" die 
zweite Projection K" des gesuchten Fusspunktes ist; die Hori- 
zontalprojection K' desselben erhält man dadurch, dass man 
K"K' senkrecht zur Projectionsaxe x bis zum Schnitte mit V 
zieht. Die durch die Punkte iT', K" bez. zu h', h!' gezogenen 
Parallelen m', m" sind die beiden Projeotionen der Geraden m, 
in welcher die Ebene Z von der Cylinderfläche berührt wird. 
Die Punkte P', P", in denen die beiden Projeciionen von m 
von denen der gegebenen Geraden g geschnitten werden, sind 
die Projectionen des Punktes P der Geraden ^, durch welchen 
die gesuchte Linie des kürzesten Abstandes hindurchgeht. 

3. Nachdem man die Projectionen P', P" des Punktes P 
der gesuchten Linie des kürzesten Abstandes kennt, braucht 
man nur durch den Punkt P' eine Senkrechte zu der Spur- 
linie s^ und durch den Punkt P" eine Senkrechte zu der Spur- 
linie 5j zu ziehen; die zwischen den Projectionen der beiden 
Geraden gelegenen Stücke P' Q' und P" 0" sind dann die 
Projectionen des gesuchten kürzesten Abstandes. 

4. Um schliesslich die wahre Länge dieses kürzesten Ab- 
standes zu erhalten, wendet man das in dem Artikel 9 durch 
die Figur 5 (Seite 16) veranschaulichte Verfahren an.^) 

Die Zuhülfenahme einer Cylinderfläche, welche von einer 
Ebene berührt wird, ist zur Lösung dieser Aufgabe nicht un- 
bedingt nöthig. Man kann auch so verfahren, dass man eine 
EU den beiden gegebenen Geraden g und h parallele Ebene 
construirt und dann durch die Geraden g und h zu dieser 
Ebene senkrechte Ebenen hindurchlegt; die Schnittgerade dieser 
beiden letzteren Ebenen ist dann die Linie des kürzesten Ab- 
standes. Wir begnügen uns aber mit dieser Andeutung der 
anderen Lösung und empfehlen dem Leser, die Construction 
zu seiner Uebung selbst durchzuführen. 



Bedingungen, welche die Lage der Tangential- 
ebene einer beliebigen krummen Fläche bestimmen. 
Bemerkung über die abwickelbaren Flächen. 

32. In den verschiedenen Aufgaben, welche wir über die 
Tangentialebenen krummer Flächen gelöst haben, setzten wir 
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stets voraus, dass der gegebene Punkt, durch welchen die 
Tangentialebene hindurchgehen soll, auf der Fläche liegt 
und der Berührungspunkt der Tangentialebene ist; diese Be- 
dingung allein gentigte, um die Lage der Ebene zu bestimmen. 
Dies ist aber nicht mehr der Fall, [40] wenn der Punkt, durch 
welchen die Tangentialebene hindurchgelegt werden soll, ausser- 
halb der Fläche liegt. 

Damit eine Ebene ihrer Lage nach völlig bestimmt sei, muss 
sie drei verschiedenen Bedingungen genügen, deren jede mit 
der andern Bedingung, dass die Ebene durch einen gegebenen 
Punkt hindurchgehen soll, gleichwerthig ist. Wenn der Berüh- 
rungspunkt nicht gegeben ist, so kommt aber im Allgemeinen die 
Bedingung, dass eine Ebene Tangentialebene an eine krumme 
Fläche sein soll, nur einer einzigen dieser drei Bedingungen 
gleich. Stellt man sich also die Aufgabe, durch derartige 
Bedingungen die Lage einer Ebene zu bestimmen, so sind 
deren im allgemeinen drei nöthig. Denn nehmen wir drei 
krumme Flächen und eine Ebene, welche eine derselben be- 
rührt, als gegeben an, so können wir uns vorstellen, dass sich 
diese Ebene um die Fläche herumbewegt, indem sie dieselbe 
dabei fortwährend berührt; diese Bewegung kann nach allen 
Bichtungen hin stattfinden, wobei nur der Berührungspunkt 
seine Lage auf der Fläche ändert und sich nach derselben 
Eichtung hin bewegt, nach welcher die Bewegung der Ebene 
gerichtet ist. Denken wir uns nun, dass diese Bewegung nach 
einer beliebigen, aber bestimmten Richtung hin vor sich geht, 
und zwar so weit, bis die Ebene die zweite Fläche in einem 
bestimmten Punkte berührt, so ist dann die Ebene zwar zu- 
gleich Tangentialebene an die beiden ersten der gegebenen drei 
Flächen, aber ihre Lage ist dadurch noch nicht festgelegt. Wir 
können uns nämlich vorstellen, dass sich die Ebene nun um 
beide Flächen herum dreht, indem sie stets beide zugleich be- 
rührt. Sie kann sich dabei nicht mehr, wie früher, frei nach 
jeder Richtung, sondern nur noch nach einer einzigen Richtung 
bewegen. Mit der Ebene bewegen sich zugleich ihre beiden 
Berührungspunkte und zwar jeder auf seiner Fläche; werden 
die beiden Berührungspunkte durch eine Gerade verbunden, so 
bewegen sich diese beiden Punkte in Bezug auf die Gerade 
in demselben oder in entgegengesetztem Sinn, je nachdem die 
beiden krummen Flächen die Ebene auf derselben oder auf 
verschiedenen Seiten berühren. Denken wir uns nun diese 
einzige noch mögliche Bewegung so weit fortgesetzt, bis die 
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Ebene auch die dritte gegebene Fläche in einem bestimmten 
Punkte berührt, so ist dann die Lage der Ebene vollständig 
festgelegt, nnd die Ebene kann sich nicht mehr bewegen, 
ohne anfznhören an einer der gegebenen Flächen Tangential- 
ebene zu bleiben. 

Wie man sieht, sind also, um die Lage einer Ebene durch 
unbestimmte Berührungen mit gegebenen krummen Flächen zu 
bestimmen, im allgemeinen deren drei nöthig. Wenn man sich 
daher die Aufgabe stellt, an eine gegebene krumme Fläche 
eine Tangentialebene [41] zu legen, so ist diese Bedingung 
nur einer der drei Bedingungen, durch welche die Lage einer 
Ebene bestimmt wird, gleichwerthig, und man kann noch zwei 
andere Bedingungen willkürlich hinzufügen, z. B. dass die Ebene 
noch durch zwei gegebene Punkte oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, durch eine gegebene Gerade gehen soll. Soll die Ebene 
gleichzeitig zwei Flächen berühren, so sind dadurch zwei Be- 
dingungen gegeben, und es bleibt nur eine, über welche man 
frei verfügen kann, z. B. indem man annimmt, dass die Ebene 
durch einen gegebenen Punkt hindurchgehen soll. Wenn aber 
die Ebene gleichzeitig drei gegebene Flächen berühren soll, 
so ist keine Bedingung mehr frei verfügbar, da die Lage der 
Ebene bereits völlig bestimmt ist. 

Das soeben Gesagte bezieht sich auf krumme Flächen im 
allgemeinen und gilt nicht für die Cylinder-, Kegel- und ab- 
wickelbaren Flächen. Denn bei diesen Arten von Flächen 
findet die Berühmng mit einer Ebene nicht nur in einem ein- 
zigen Punkte statt, sondern längs einer unbegi-enzten Geraden, 
welche mit einer Erzeugenden der Fläche zusammenfällt. Die 
Forderung, dass eine Ebene eine einzige solche Fläche berühren 
soll, kommt zwei Bedingungen gleich, da die Ebene durch eine 
gerade Linie gehen muss, und es bleibt folglich nur noch eine 
Bedingung frei wählbar, wie z. B. die, dass die Ebene durch 
einen gegebenen Punkt gehen soll. Man kann also nicht ver- 
langen eine Ebene zu constniiien, welche an zwei derartige 
Flächen Tangentialebene ist, und noch weniger eine solche, 
welche es an drei derartige Flächen ist, ausgenommen in 
Fällen, in welchen durch vorhandene besondere Umstände 
diese Bedingungen miteinander verträglich sind. 
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Beispiele von Fällen, in denen es nöthig ist, 

Tangentialebenen an eine Fläche von ausserhalb 

derselben gelegenen Punkten zu legen. 

33. Bevor wir weiter gehen, empfiehlt es sich, einige 
Beispiele von Fällen zu geben, in denen man gezwungen ist, 
Tangentialebenen an krumme Flächen von nicht auf ihnen 
liegenden Punkten zu legen. 

Wenn man die allgemeinen Grundsätze der Befestigungs- 
kunst auseinandersetzt, so nimmt man zunächst an, dass das 
Terrain, welches eine Festung auf Kanonenschussweite um- 
giebt, nach jeder Richtung hin eben ist und keine Anhöhen 
aufzuweisen hat, welche dem Belagerer irgendwelchen Vortheil 
gewähren könnten. Unter dieser Voraussetzung bestimmt man 
die Risse der Hauptwälle, Ltinetten, gedeckten Gänge und der 
vorgeschobenen Werke und giebt an, [42] wie die verschie- 
denen Theile der Befestigungen sich gegenseitig beherrschen 
müssen, damit alle in wirksamster Weise zu ihrer wechsel- 
seitigen Vertheidigung beitragen. Um dann diese Grundsätze 
auf den Fall anzuwenden, in welchem sich in der Umgebung 
der Festung irgend eine Anhöhe befindet, die ein Belagerer 
benutzen könnte und gegen welche mithin die Festung geschützt 
werden muss, muss man eine weitere Betrachtung zu Hülfe 
nehmen. Ist nur eine einzige Anhöhe vorhanden, so wählt 
man in der Festung zwei Punkte, durch welche man eine Tan- 
gentialebene an die Anhöhe, vor deren Bestreichung man sich 
schützen will, legt. Diese Tangentialebene nennt man De- 
filementebene, und man lässt alle Theile der Befestigungen 
sich ebenso hoch über die Defilementebene erheben, als sie 
sich über die Horizontalebene erheben müssten, wenn das 
Terrain völlig eben wäre. Dadurch erreicht man es, dass die 
Befestigungswerke einander und alle zusammen die benachbarte 
Anhöhe in derselben Weise beherrschen, wie in einem ganz 
ebenen Terrain, und die Befestigungen gewähren die gleichen 
Vortheile, wie in dem ersten Falle. Betreffs der Wahl der 
beiden Punkte, durch welche die Defilementebene hindurch- 
gehen muss, ist folgenden zwei Bedingungen zu genügen: 
1. Der von dieser Ebene mit dem Horizonte gebildete Winkel 
sei möglichst klein, damit die Wallgänge weniger Neigung 
haben und der Vertheidigungsdienst auf weniger Schwierig- 
keiten stösst. 2. Die Erhebung der Befestigungen über das 
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natürliche Terrain sei ebenfalls so klein als möglich, damit 
ihr Bau weniger Arbeit nnd Kosten verursacht. 

Sind in der Umgebung der Festung zwei Anhöhen vor- 
handen, vor deren Bestreichung die Befestigungen zu schützen 
sind, so muss die Defilementebene Tangentialebene an die 
Flächen beider Anhöhen zugleich sein. Um ihre Lage fest- 
zulegen, kann man mithin nur noch über eine Bedingung frei 
verfügen, und zwar thut man dies in der Weise, dass man 
in der Festung den Punkt, durch welchen die Defilementebene 
hindurchgehen soll, so auswählt, dass soweit als irgend möglich 
die im ersten Falle angegebenen Bedingungen erfüllt sind. 

34. Das zweite Beispiel, welches wir anführen wollen, ist 
wieder der Malerei entnommen. 

Die Oberflächen der Körper zeigen, besonders wenn sie 
polirt sind, so glänzend leuchtende Punkte, dass sie in ihrem 
Glänze dem der Lichtquelle, welche die Fläche bestrahlt, fast 
gleichkommen. Die Leuchtkraft dieser Punkte ist um so grösser 
und ihr Umfang um so kleiner, je glänzender und glatter die 
Oberflächen sind. [43] Wenn die Oberflächen matt xmd rauh 
sind, so haben die leuchtenden Punkte geringeren Glanz und 
nehmen einen grösseren Theil der Oberfläche ein. 

Für jede Fläche ist die Lage des leuchtenden Punktes 
durch die folgende Bedingung bestimmt: Der einfallende Licht- 
strahl und der nach dem Auge des Beschauers reflectirte Licht- 
strahl müssen in derselben ISormalebene zur Tangentialebene 
in dem leuchtenden Punkte liegen und mit dieser letzteren 
gleiche Winkel bilden, weil der leuchtende Punkt als Spiegel 
wirkt und ein Theil des Bildes der Lichtquelle in das Auge 
zurückstrahlt. Die Bestimmung dieses Punktes erfordert die 
äusserste Genauigkeit, und der geringste dabei begangene Fehler 
giebt zu sehr grossen Irrthümern und Verzerrungen in dem 
äusseren Ansehen eines Gegenstandes Anlass, selbst wenn 
seine Umrisse und seine Zeichnung mit mathematischer Ge- 
nauigkeit ausgeführt sind. Wir geben dafür nur ein einziges, 
aber sehr treffendes Beispiel. 

Die Oberfläche des Augapfels ist glänzend und, um ihren 
Glanz so intensiv als möglich zu machen, ausserdem noch mit 
einer dünnen Flüssigkeitsschicht überzogen. Beobachtet man 
ein offenes Auge, so nimmt man auf seiner Oberfläche einen 
leuchtenden Punkt von grossem Glänze und sehr geringem 
Umfange war, dessen Lage von derjenigen der Lichtquelle und 
des Beobachters abhängt. Hätte die Oberfläche des Augapfels 
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YoUkommene Kugelgestalt^ so könnte sich das Ange nm seine 
verticale Axe drehen, ohne dass die Lage des leuchtenden 
Punktes die geringste Aendemng erfahren würde. Der Aug- 
apfel ist aber in der Richtung der Sehaxe verlängert, und 
wenn er sich um seine verticale Axe dreht, so verschiebt sich 
die Lage des leuchtenden Punktes. Diese Verschiebung, für 
welche wir durch lange Uebung sehr empfindlich geworden 
sind, bedingt sehr wesentlich unser ürtheil über die Stellung 
des Augapfels. Hauptsächlich aus dem Unterschiede der Lage 
der leuchtenden Punkte auf den Oberflächen der Augäpfel 
eines Menschen erkennen wir, ob ér schielt oder nicht schielt, 
ob er uns ansieht oder nicht ansieht, und wohin er in dem 
letzteren Falle seinen Blick gerichtet hat 

Indem wir dieses Beispiel erwähnen, wollen wir damit nicht 
behaupten, dass man nun die Lage des leuchtenden Punktes 
auf dem Augapfel durch geometrische Zeichnung bestimmen 
soll; wir wollen durch dasselbe nur deutlich erkennen lassen, 
wie geringe Irrthümer in der Lage dieses Punktes oft beträcht- 
liche Fehler in der äusseren Erscheinung des Gegenstandes 
hervorbringen können, obgleich sonst sein äusserer Umriss 
immer derselbe bleibt. 

[44] 

Tangentialebene an eine oder mehrere Kugeln. 

Bemerkenswerthe Eigenschaften des Kreises, 

der Kugel, der Kegelschnitte und der Flächen 

zweiten Grades. 

35. Gehen wir nun zur wirklichen Bestimmung von Tangen- 
tialebenen über, welche von einem ausserhalb liegenden Punkte 
an krumme Flächen gelegt werden sollen. 

Die Kugel ist eine der einfachsten Flächen, welche man 
betrachten kann. Sie hat mit einer grossen Anzahl anderer 
Flächen die Art der Erzeugung gemeinsam; man könnte sie 
z. B. zu den Umdrehungsflächen zählen und sie nicht beson- 
ders betrachten. Ihre Regelmässigkeit aber ist die Ursache 
von bemerkenswerthen Resultaten, von welchen einige durch 
ihre Neuheit besonderen Reiz haben und mit welchen wir uns 
— weniger ihrer selbst willen, als um in der räumlichen An- 
schauung die für allgemeinere und nützlichere Dinge nöthige 
Uebung zu erhalten — zunächst beschäftigen wollen. 
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36. Erste Aufgabe. Es soll durch eiue gegebene 
Gerade eine Tangentialebene an eine gegebene Kugel 
gelegt werden. 

Lösung I. (Fig. 21 u. 22) M\ M" seien die beiden Pro- 
jectionen des Kugelmittelpunktes M, k' die erste Projection des 
horizontalen grössten Kugelkreises k und g , g" die beiden Pro- 
jeetionen der gegebenen Geraden g. Durch den Kugelmittel- 
punkt M denken wir uns zunächst eine Ebene E senkrecht zu 
der Geraden g gelegt und nach dem von uns in dem Artikel 16 
(Seite 25 — 26) gegebenen Verfahren die Projectionen P', P" 
des Schnittpunktes dieser Ebene mit der Geraden g bestimmt. 

Durch die Gerade g können offenbar zwei Tangentialebenen 
JE und T an die Kugel gelegt werden, welche sie auf verschie- 
denen Seiten berühren und zwischen delien die Kugel selbst 
liegt Deshalb erhalten wir zwei verschiedene Berührungs- 




Fig. 21. 

punkte S und T, deren Projectionen zunächst zu construiren 
sind. 

Fällt man zu dem Zwecke von dem Kugelmittelpunkte Lothe 
auf die beiden Tangentialebenen Z und T, so treffen die Lothe 
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diese letzteren in ihren Berührungspunkten S^ T mit der Kugel 
und liegen in der zu der gegebenen Geraden g senkrechten 
Hülfsebene E. Die beiden Berührungspunkte sind mithin auf 
der Schnittlinie der Kugel und der Ebene E gelegen , welche 
ein grossier Kugelfcreis ist und an welche die beiden Schnitt- 
•geraden der Ebene E mit den gesuchten Tangentialebenen 
Tangenten sind. 

[45] Man denkt sich also in der Ebene E durch den Kugel- 
mittelpunkt M eine horizontale Gerade h gezogen, deren ver- 
ticale Projection h" die durch den Punkt M" gezogene horizontale 
Gerade und deren horizontale Projection h' das von dem Punkte 
M' auf die Projection g gefällte Loth ist. Denkt man sich 
dann weiter die Ebene E um diese horizontale Gerade h in 
die Lage E^ parallel zur ersten Projectionsebene gedreht, so 
muss der Schnittkreis der Ebene E mit der Kugel sich eben- 
falls in den Kreis k' projiciren, auf dessen Peripherie dann 
auch die beiden gesuchten Berührungspunkte liegen, Construirt 
man noch den Punkt Pq — die Projection deâ Punktes P^, 
in welchen der Schnittpunkt P der Ebene E und der Geraden g 
durch diese ümlegung zu liegen kommt — , so bestimmen die 
beiden Tangenten Pq Sf^' und P^ T^, welche von P^ aus an 
den Kreis k' gezogen werden können, die beiden gesuchten 
Berührungspunkte in der umgelegten Ebene E^. Den Punkt P^' 
oder, was dasselbe ist, den Abstand des Punktes P von dem 
Punkte J.*) kann man aber leicht finden, da die horizontale 
Projection dieser Strecke gleich A'P' und die Differenz der 
verticalen Höhen ihrer Endpunkte gleich P"P" ist; trägt man 
also die Strecke Ä' P' auf der Geraden h" von B" aus bis A^ 
ß.h, so ist die Hypotenuse A^P" gleich dem gesuchten Ab- 
stände, welchen man dann auf der Projection g' von A' bis 
Pq' abträgt. Von Pq zieht man hierauf die beiden Tangenten 
AU den Kreis kj deren Berührungspunkte die Projectionen Sq', 
Tfl der gesuchten Berührungspunkte in der Lage Sq^ Tq, in 
welche sie durch die Umlegung der Ebene E zu liegen ge- 
kommen sind, bestimmen. 

Um nun schliesslich die Projection S\ T' der Berührungs- 
punkte Sy T in ihrer eigentlichen Lage zu finden, dreht man 
die umgelegte Ebene E^ wieder um die Gerade h in ihre ur- 
sprüngliche Lage E zurück, wodurch der Punkt P^^ die beiden 



*) [Der Pankt A ist der Schnittpunkt einer durch die Gerade g 
gelegten Verticalebene mit der Geraden ä.] 
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Tangenten PqSq, PoTq (welche bis zu ihren Schnittpunkten 
C und D mit der Geraden h verlängert sind) und die Sehne 
SqTq (welche die Gerade h in dem Punkte E schneidet) in 
ilure natürliche Lage, also in P, PS^ PTj ST zu liegen kommen. 
Die Punkte (7, D, E und also auch G\ D\ E' behalten bei 
dieser Bewegung unverändert ihre Lage bei, da sie auf der 
Umdrehungsaxe selbst liegen. Die Punkte Sq^ Tq beschreiben 
Kreisbögen, deren Ebenen senkrecht auf der Geraden h stehen 
und deren horizontale Projectionen die von Sq^ Tq auf die 
Gerade h' gefällten Lothe sind; auf diesen Lothen müssen die 
horizontalen Projectionen S\ T' der gesuchten Berührungs- 
punkte S, T liegen. Während dieser Rückwärtsbewegung der 
Ebene E bleiben aber die beiden Tangenten P^ Sq C und 
P^Tf^D stets Tangenten an den grössten Kugelkreis, welcher 
von der Ebene E aus der Kugel ausgeschnitten wird, und Sf, 
und Tq stets ihre Berühi'ungspunkte mit demselben; [46] ist 
die Ebene in ihre ursprüngliche Lage E zurückgelangt, so fällt 
der Punkt Pq wieder in den Punkt P' und die beiden Tangen- 
ten projiciren sich in die geraden Linien P' C und P' D\ 
Auf diesen beiden letzteren Geraden müssen auch die ersten 
Projectionen S' und T' der gesuchten Berührungspunkte li^en, 
und folglich ist der Schnittpunkt von P' C mit dem von Sq' 
auf h' gefällten Lothe der Punkt S' und der Schnittpunkt von 
P'D' mit dem von T^,' auf h' gefäUten Lothe der Punkt T'; 
die beiden Punkte S' und T' liegen mit E' in gerader Linie. 

Um die verticalen Projectionen S", T' derselben Punkte 
zu erhalten, zieht man zunächst durch & und T Senkrechte 
zur Projectionsaxe x von unbestimmter Länge und bestimmt 
von den Punkten (7, D die zweiten Projectionen (7", D", 
welche auf der zweiten Projection H' der Geraden h liegen 
müssen. Verbindet man C" und D" mit P'\ so sind diese 
Geraden die verticalen Projectionen der beiden Tangenten. 
Folglich müssen auf ihnen die gesuchten Projectionen S*% T" 
der Berührungspunkte liegen und daher in ihre Schnittpunkte 
mit den durch die Punkte Ä', T' zu der Projectionsaxe ge- 
zogenen Senkrechten fallen. 

Nachdem man so die horizontalen und verticalen Projec- 
tionen der beiden Berührungspunkte gefunden hat, denkt man 
sich durch jeden dieser Punkte eine zu der gegebenen Ge- 
raden ^r parallele Gerade gezogen, um die ersten Spurlinien 
der beiden gesuchten Tangentialebenen zu construiren. Diese 
Geraden i und l liegen in den entsprechenden Tangentialebenen, 
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und man erhält ihre Projectionen, indem man zu g' eine Pa- 
rallele i' durch S' nnd eine Parallele V durch T\ zu g" eine 
ParaUele i" durch S" nnd eine Parallele /" durch T" zieht. 




Fig. 22. 

Dann constrnirt man die ersten Spurpunkte (r^, /^, Z/^ der 
Geraden g^ ij l und erhält in den Verbindungsgeraden 6^^ J^, 
ö^^ I/^ die ersten Spurlinien s^, tj^ der beiden gesuchten Tan- 
genüidebenen Z, T. 

Anstatt durch die Berührungspunkte S, T neue Hülfsgerade 
i, Z zu ziehen, kann man auch die ersten Spurpunkte der 
beiden Tangenten PS^ P T aufsuchen, welche denselben Zweck 
erfüllen würden. Um die zweiten Spurlinien s,, t^ der ge- 
suchten Tangentialebenen zu erhalten, wendet man das schon 
öfter benutzte Verfahren an. 

Die Lösung hätten wir viel eleganter gestalten können, 
wenn wir die beiden Projectionsebenen durch den Kugelmittel- 
punkt gelegt hätten. Dann wüiden die beiden Projectionen 
der Kugel in ein und denselben Kreis gefallen und die geraden 
Linien weniger lang zu ziehen gewesen sein. Wir haben aber 
diese Annahme nicht gemacht und beide Projectionen der Kugel 
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getrennt von einander gezeichnet, nm unseren Entwickelnngen 
grössere Durchsichtigkeit geben zu können. Es ist jedoch 
leicht, die Construction in der angegebenen Weise so kurz 
und bündig zu gestalten, als dies nur irgend erreichbar ist. 

[47] 37. Lösung II. (Fig. 23 u. 24) Es seien wieder M\ 
M" die Projectionen des Kugelmittelpunktes üf, M'A' der 
Kugelradius, k' die erste Projection des hoi^ontalen grössten 
Kugelkreises A;, und g', g" die Projectionen der gegebenen Ge- 
raden g. Die Ebene des horizontalen Kreises denkt man sich 
bis zum Schnitte P mit der Geraden g verlängert; da die verti- 
cale Projection dieser Ebene in die durch den Punkt M" gezogene 
horizontale Gerade fällt, so ist der Punkt, in welchem sich 
die letztere Gerade mit der zweiten Projection g" schneidet, 
die zweite Projection P" des Schnittpunktes P, und man findet 
seine erste Projection, indem man den Punkt P" senkrecht 
zu X auf die Gerade g' projicirt. 

Denkt man sich dann von dem Punkte P als Spitze einen 
einhüllenden Kegel an die Kugel gelegt, so berührt jede seiner 
geradlinigen Erzeugenden die Kugel in einem Punkte, und man 
erhält die Projectionen der beiden horizontal gelegenen Er- 
zeugenden, indem man von P' aus die Tangenten an den 
Kreis k' zieht, welche ihn in den leicht zu construirenden 
Punkten A' und B' berühren. Die Kegelfläche berührt die 
Kugel in einem Kreise, dessen Durchmesser gleich A' B' ist 
und dessen Ebene senkrecht auf der Kegelaxe, also hier ver- 
tical steht, sodass seine horizontale Projection mit der Geraden 
A'B' zusammenfällt. 

Wenn man nun die beiden Tangentialebenen Z und T der 
Kegelfläche construirt, welche durch die Gerade g hindurch- 
gehen, so berührt jede den Kegel längs, derjenigen gerad- 
linigen Erzeugenden, welche gleichzeitig der Ebene und dem 
Kegel angehört. Und weil diese geradlinige Erzeugende auch 
die Kugelfläche in einem ihrer Punkte, welcher auf der sich 
in die Gerade ^'J?' projicirenden Kreisperipherie liegt, be- 
rührt, so folgt, dass dieser Punkt gleichzeitig auf dem Kegel, 
auf der ihn berührenden Ebene, auf der Kugel und der Peri- 
pherie des sich in die Gerade A' B' projicirenden Kreises liegt, 
und also ein allen diesen Gebilden gemeinsamer Berührungs- 
punkt ist. Folglich sind 1. die beiden . Tangentialebenen Z 
und T des Kegels auch Tangentialebenen an die Kugel und 
zwar sind es diejenigen Tangentialebenen, deren Lage zu be- 
stimmen ist; 2. da die Berührungspunkte S und T dieser 



Digitized by VjOOQIC 



DarBtellende Geometrie. 



59 



Ebenen Z nnd T auf der Peripherie des sich in die Oerade 
AB' projicirenden Kreises liegen, so liegen ihre ersten Pro- 
jecüonen S' und T' auf der Geraden A' B'\ 3. da die Ver- 




Fig. 23. 

bindungsg^ade der beiden Punkte S und T in der Ebene des 
erwähnten Kreises liegt, so fällt ihre erste Projection ebenfalls 
in die Gerade A' B' . 

Führen wir nun für die Ebene des der verticalen Projec- 
tionsebene parallelen grössten Kugelkreises i dieselben Opera- 
tionen durch, [48] welche wir soeben für die Ebene des grössten 
horizontalen Kugelkreises k angegeben haben. 

Die horizontale Projection dieser verticalen Ebene ist die 
zur Projectionaaxe x parallele Gerade durch den Punkt M'\ 
der Durchstosspunkt Q der Geraden g durch diese Ebene pro- 
jicirt sich auf die erste Projectionstafel in den Schnittpunkt 
Q' der soeben durch M' gezogenen Parallelen mit g\ und man 
findet seine zweite Projection 0", indem man den Punkt Q' 
senkrecht zu x auf g" projicirt. Denkt man sich nun eine 
zweite Kegelfläche, deren Spitze in dem Punkte Q liegt und 
welche die Kugel in ähnlicher Weise wie die erste Kegelfläche 
einhüllt, so erhält man die verticalen Projectionen der beiden 
äussersten erzeugenden Geraden dieses Kegels, indem man von 



Digitized by VjOOQIC 



60 



Gaspard Monge. 



dem Punkte Q" die beiden Tangenten an den Kreis i" zieht, 
welche ihn in den Punkten G" und D" berühren. Dieser 
zweite Kegel berührt die Kugel in einem Kreise, dessen Durch- 
messer gleich C"D" ist und dessen zur verticalen Projections- 
ebene senkrechte Ebene sich in die Grade G"D" projicirt. 
Die Peripherie dieses Kreises geht ebenfalls durch die beiden 
Berührungspunkte S, T der Kugel mit den gesuchten Tangen- 
tialebenen Z, T. Folglich liegen die verticalen Projectionen 
S'\ T" dieser beiden Punkte auf der Geraden C" D" und ia 
diese projicirt sich auch ihre Verbindungsgerade ST, 

Die durch die beiden Berührungspunkte S und T gezogene 
Gerade hat also die Gerade ^'jB' zur horizontalen, ^e Gerade 
G"D" zur verticalen Projection und schneidet die Ebene des 
horizontalen grössten Kreises k in einem Punkte, dessen ver- 
ticale Projection der Schnittpunkt E" von G" D" mit M' P" 




Fig. 24. 

ist und dessen horizontale Projection E' man durch Projection 
2LVLÎ A'B' erhält. 

Nun legt man die Ebene des verticalen Kreises, dessen 
Projection die Gerade A' B' ist, um seinen horizontalen Durch- 
messer AB in horizontale Lage um und lässt die beiden Be- 
rührungspunkte «S', T, durch welche dieser Kreis hindurchgeht, 
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an dieser Bewegung theünehmen. Man erhält die Projecäon 
des Kreises in dieser neuen Lage, indem man über^'j^' als 
Durchmesser den Kreis Uq construirt. Bestimmt man noch 
die Lage, welche die Verbindungsgerade der beiden Berüh- 
rungspunkte nach ausgeführter Umlegung angenommen hat, so 
findet man in deren Schnittpunkten mit dem Kreise Uq die 
ersten Projectionen Sq% Tq der umgelegten Berührungspunkte. 

Da der Punkt E der Verbindungsgeraden S T auf der Um- 
legungsaxe AB liegt, so bleibt seine Lage bei dieser Bewegung 
unverändert; [49] die Gerade muss also auch nach erfolgter 
Umlegung in die Lage SqTq noch durch diesen Punkt 
gehen. Der Punkt F^ in welchem die Gerade ST die der 
yerticalen Projectionsebene parallele Ebene trifft, hat den 
Schnittpunkt F' der Geraden AB' und M' Q' zur ersten 
Projection, und man findet seine zweite Projection F'\ indem 
man den Punkt F' auf C" D" projicirt. Der Punkt F be- 
schreibt bei der Umlegung um die Axe AB den vierten Theil 
der Peripherie eines Kreises, dessen Ebene senkrecht auf AB 
steht und dessen Badius gleich F" G" ist. Zieht man also 
durch den Punkt F' eine Senkrechte zu der Geraden A'B' 
und trägt man auf ihr die Strecke F" O" von F' aus bis F' ^^ 
ab, so ist der Punkt F'q ein Punkt der horizontalen Projec- 
tion der horizontal umgelegten Verbindungsgeraden Sq Tq, Zieht 
man nun durch die Punkte E" und FJ eine Gerade, so 
schneidet sie den Kreis Uq in den Punkten SJ^ TJ^ welche 
die horizontalen Projectionen der gesuchten beiden Berührungs- 
punkte in der umgelegten verticalen Ebene sind. 

Um die horizontalen Projectionen S\ T der beiden Berüh- 
rungspunkte aS, T in ihrer natürlichen Lage zu erhalten, dreht 
man den Kreis Uq um die Gerade AB m seine ursprüngliche 
verticale Lage zurück. Bei dieser Rückwärtsbewegung be- 
schreiben die beiden Punkte Sq und Tq die vierten Theile der 
Peripherien von Kreisen, deren Ebenen zw, AB senkrecht sind 
nnd deren horizontale Projectionen folglich die zmA'B' senk- 
rechten Geraden Sq S' und Tq T' sind. Die horizontalen 
Projectionen der Berührungspunkte liegen also auf diesen 
ebengenannten Senkrechten, und da sie, wie wir gesehen 
haben, auch auf der Geraden A'B' liegen müssen, so müssen 
sie mit den Schnittpunkten S' und T zusammenfallen. 

Die verticalen Projectionen S" und T" der beiden Berüh- 
rungspunkte erhält man durch Projection der Punkte S' und 
T' auf die Gerade G"D" oder^ was auf dasselbe hinauskommt, 
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indem man auf den durch die Punkte S' und 7^ gezogenen 
verticalen Geraden von ihren Schnittpunkten mit der horizon- 
talen Geraden M" P" aus die Strecken S^' S' und T^ T' nach 
oben, bez. unten abträgt. 

Nachdem jetzt die horizontalen und verticalen Projectionen 
der beiden Berührungspunkte S und T gefunden worden sind, 
bestimmt man die Spurlinien der beiden zugehörigen Tangen- 
tialebenen X und T in derselben Weise wie in der ersten 
Lösung der vorliegenden Aufgabe. 

Diese zweite Lösung kann ebenfalls viel knapper gestaltet 
werden, wenn man die beiden Projectionstafeln durch den 
Kugelmittelpunkt legt, wodurch die beiden Projectionen k^ und 
i' der Kugel in eine einzige zusammenfallen. 

38. Die letzten Betrachtungen führen uns zur Entdeckung 
einiger bemerkenswerthen Eigenschaften des Kreises, der Kugel, 
der Kegelschnitte und der Flächen zweiten Grades. 

[50] Wir haben soeben gesehen, dass die Kugel von den 
beiden ihr umschriebenen Kegeln in zwei Kreisen, welche 
durch die beiden Berührungspunkte der Tangentialebenen an 
die Kugel hindurchgehen, berührt wird. Diese Eigenschaft 
kommt nicht allein den beiden betrachteten Kegeln zu, son- 
dern allen der Kugel umschriebenen Kegeln, deren Spitzen auf 
der gegebenen Geraden liegen. Nimmt man also einen der 
Kugel umschriebenen Kegel, dessen Spitze auf der gegebenen 
Geraden liegt, und lässt man ihn sich so bewegen, dass die 
Spitze sich längs der Geraden bewegt und die Kegelfläche 
dabei stets die Kugel einhüllt^ so berührt der Kegel in jeder 
seiner Lagen die Kugel in einem Kreise. Alle diese &'eise 
gehen durch zwei Punkte hindurch, welche die Berührungs- 
punkte der von der gegebenen Geraden an die Kugel gelegten 
Tangentialebenen sind, und die Ebenen dieser Kreise schnei- 
den sich sämmtlich in der Verbindungssehne dieser beiden 
Berührungspunkte. Legt man dann eine Ebene durch die ge- 
gebene Gerade und den Kugelmittelpunkt, so geht diese Ebene 
durch die Axen aller Kegel hindurch und steht senkrecht auf 
den Ebenen aller Berührungskreise, folglich auch auf ihrer 
gemeinsamen Schnittlinie; sie schneidet also alle diese Kreis- 
ebenen in geraden Linien, welche durch ein und denselben 
Punkt gehen. 

Legt man, wenn eine Kugel und eine Gerade gegeben sind, 
umgekehrt durch die Gerade unendlich viele Ebenen, welche 
die Kugel in Kreisen schneiden, und construirt man über jedem 
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dieser Kreise als Grundlinie den geraden Kegel, welcher zu* 
gleich der Kugel umschrieben ist, so liegen die Spitzen aller 
dieser Kegel in einer andern geraden Linie. 

39. Betrachtet man nur die Figuren, welche von der durch 
den Kugelmittelpunkt und die gegebene Gerade gehenden Ebene 




ausgeschnitten werden, so erhält man die folgenden zwei Sätze 
(Fig. 25 u. 26), welche unmittelbare Folgerungen der vor- 
stehenden Betrachtungen sind. 

»In einer Ebene ist ein Kreis mit dem Mittelpunkte M 
und eine gerade Linie g gegeben. Von einem beliebigen 
Punkte P der Geraden g zieht man die beiden Tangenten 
an den Kreis und verbindet ihre Berührungspunkte S^ T durch 
eine Gerade. [51] Lässt man dann den Punkt Pin fester Ver- 
bindung mit den beiden Geraden PS^ PT die Gerade g in 
der Weise durchlaufen, dass die beiden Geraden stets Tan- 
genten an den Kreis bleiben, so ändern zwar die beiden Be- 
rührungspunkte und deren Verbindungslinie fortgesetzt ihre 
Lage, letztere geht aber dabei stets durch einen festen Punkt E^ 
welcher auf dem von dem Kreismittelpunkte M auf die Gerade g 
gefällten Lothe MN liegt.« 

>Wenn man umgekehrt durch einen beliebigen Punkt E 
in der Ebene eines Kreises beliebig viele Gerade ST zieht, 
von denen eine jede den Kreis in zwei Punkten S und T 
schneidet, und wenn man in diesen Schnittpunkten die Tan- 
genten SP und TP an den Kreis zieht, welche sich in einem 
Punkte P schneiden, so ist der geometrische Ort aller auf 
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diese Weise bestimmten Schnittpunkte P eine Gerade g^ welche 
senkrecht auf der Linie ME steht.« 




Fig. 26. 

Der Kreis besitze die soeben ausgesprochene Eigenschaft 
nicht, weil alle seine Punkte gleich weit vom Mittelpunkte 
entfernt sind, sondern weil er eine Curve zweiten Grades 
ist, und es haben in der That alle Kegelschnitte diese Eigen- 
schaft. 

Es sei ASBT (Fig. 27) ein beliebiger Kegelschnitt und g 
eine in seiner Ebene beliebig gegebene Gerade. Denken wir uns, 




Fig. 27. 

dass die Curve sich um eine ihrer Hauptaxen, z. B. AB dreht, 
sodass also eine Umdrehungsfläche entsteht, und dann die 
beiden Tangentialebenen von der Geraden g aus an die so 
erzeugte Fläche gelegt, so wird die letztere von den beiden 
Ebenen in zwei Punkten berührt. Nehmen wir dann einen 
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beliebigen Punkt P der Geraden g als Spitze einer Kegelfläcbe, 
welche der ümdrehungsfläche umschrieben ist und sie berührt, 
so findet die Berührung längs einer ebenen Curve statt, welche 
unbedingt durch die beiden Berührungspunkte der Tangential- 
ebenen gehen muss; die Ebene dieser Berührungscurve steht 
senkrecht auf der des gegebenen Kegelschnittes und projicirt 
sich auf die letztere in die Gerade STj welche durch die 
Berührungspunkte der beiden von dem Punkte P an den 
Kegelschnitt gezogenen Tangenten geht. Nimmt man dann 
weiter an, dass die Spitze P des Kegels sich auf der Geraden g 
entlang bewegt und dass die Kegelfläche dabei stets die 
Umdrehungsfläche einhüllt, so gehen die Curven, längs deren 
die letztere von den Kegelmänteln berührt wird, durch die 
Berührungspunkte der beiden Tangentialebenen durch die Ge- 
rade g und liegen in einer zur Ebene des Kegelschnittes senk- 
rechten Ebene. [52] Es gehen also die Ebenen aller Berüh- 
rungscurven durch die Verbindungsgerade der genannten zwei 
Berührungspunkte, und diese steht auf der Ebene des Kegel- 
schnittes senkrecht; die Projectionen aller dieser Ebenen auf 
die Ebene des Kegelschnittes sind mithin gerade Linien, welche 
sämmtlich durch den Punkt J57, die Projection der die beiden 
Berührungspunkte verbindenden Geraden, gehen. 

40. Dieser Satz ist endlich nur ein specieller Fall eines 
weit allgemeineren, im Räume gültigen Satzes, welchen wir 
hier aber nur ohne Beweis anführen. 

»Es sei eine beliebige Fläche zweiten Grades und ein ihr 
umschriebener, sie berührender Kegel gegeben, dessen Spitze 
in einem beliebigen Punkte des Raumes liegt. Wenn sich 
dann die Kegelfläche in der Weise bewegt, dass sie stets 
der gegebenen Fläche umschrieben ist und sie berührt, ihre 
Spitze aber stets auf einer beliebig gegebenen Geraden liegt, 
so geht die Ebene der Berührungscurve beider Flächen immer 
durch ein und dieselbe Gerade , nämlich durch die Verbin- 
dungslinie der Berührungspunkte der beiden Tangentialebenen, 
welche von der gegebenen Geraden an die Fläche zweiten 
Grades gelegt werden können; bewegt sich die Kegelfläche 
aber in der Weise, dass ihre Spitze stets in derselben Ebene 
liegt, so gehen die Ebenen ihrer Berührungscurven mit der 
gegebenen Fläche immer durch ein und denselben Punkt.«'') 

41. Zweite Aufgabe. (Fig. 28) Durch einen gegebe- 
nen Punkt soll eine Ebene gelegt werden, welche 
zwei gegebene Kugeln zugleich berührt. 

Ostwald's Klassiker 117. 5 
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Lösung. Es seien M'yM" und N'^N" die Projeclionen 
der Mittelpunkte der beiden gegebenen Kugeln und P\P" die 
Projectionen des gegebenen Punktes. Nachdem man die beiden 
Geraden M' N\ M"N'\ welche die Projectionen der Verbin- 
dungslinie der beiden Kugelmittelpunkte üf, N sind, und die 
Projectionen kM, i'k und äjj^, i^ der grössten Kreise beider 
Kugeln, welche den Projectionsebenen parallel sind, gezeichnet 
hat, denkt man sich den beiden Kugeln eine Kegelfläche, 
welche beide berührt, umschrieben. Die Spitze dieses Kegels 




Fig. 28. 

liegt auf der Verbindungsgeraden der Kugelmittelpunkte. Man 
zieht an die beiden Kreise U'm und k'u die beiden gemein- 
samen Tangenten S' U% T'V'y welche sich in einem Punkte 
Ä' der Geraden M' N' schneiden; dieser Punkt A' ist die 
horizontale Projection der Kegelspitze, deren verticale Projec- 
tion man erhält, [53] wenn man den Punkt A' nach A" auf 
der Verlängerung der Geraden M"N" projicirt. Endlich zieht 
man noch die Projectionen A'P\A"P" der durch die Kegel- 
spitze A und den gegebenen Punkt P gehenden Geraden. 
Legt man dann durch diese Gerade AP zwei Tangentialebenen 
an den Kegel, so berührt eine jede denselben längs einer 
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erzeugenden Geraden und ist folglich ancli eine beiden Kugeln 
gemeinsame Tangentialebene. Die vorliegende Aufgabe ist 
damit auf ^e andere zurûckgeftthrt, durch die Gerade -4P, 
welche die Kegelspitze und den gegebenen Punkt verbindet, 
zwei Tangentialebenen an eine der beiden gegebenen Kugeln 
zu legen, welche Aufgabe nach einem der zur Lösung der 
vorigen gegebenen Verfahren auszuftlhren ist; die beiden so 
erhaltenen Ebenen sind zugleich auch Tangentialebenen an die 
andere Kugel. 

Bei dieser Lösung ist zu beachten, dass man zwei ver- 
schiedene Kegelflächen den beiden Kugeln umschreiben kann. 
Die eine derselben hüllt beide Kugeln nach aussen hin ein, 
ihre Spitze liegt in Bezug auf die eine Kugel jenseits der an- 
dern und ihre Tangentialebenen werden von beiden Kugeln 
auf derselben Seite berührt. Der zweite Kegel hüllt eine der 
Kugeln nach innen, die andere nach aussen hin ein, und 
seine Spitze liegt zwischen den beiden Kugelmittelpunkten. 
Man findet die horizontale Projection B' der Spitze dieses 
zweiten Kegels, wenn man an die Kreise k'u und ÄJ^die 
beiden inneren gemeinsamen Tangenten zieht, welche sich in 
dem Punkte B' auf der Centrale M' N* schneiden, und die 
verticale Projection B'\ indem man den Punkt B' nach B" 
auf der Geraden M" N" projicirt. Die beiden von der Ge- 
raden BP aus an diese zweite Kegelfläche gelegten Tangen- 
tialebenen berühren ebenfalls beide Kugeln; aber die berüh- 
renden Kugeln liegen auf verschiedenen Seiten jeder der beiden 
Tangentialebenen. Es giebt also vier verschiedene Ebenen, 
welche den von der Aufgabe gestellten Forderungen genügen; 
für zwei derselben liegen die Kugeln auf derselben Seite der 
Ebene, für die beiden andern auf verschiedenen Seiten. 

42. Dritte Aufgabe. An drei ihrer Lage und Grösse 
nach gegebene Kugeln soll eine gemeinschaftliche 
Tangentialebene gelegt werden. 

Lösung. Denken wir uns zuerst eine Kegelfläche, welche 
die beiden ersten Kugeln berührt, construirt, so berührt die 
gesuchte Tangentialebene dieselbe längs einer ihrer geradlinigen 
Erzeugenden und geht durch die Spitze des Kegels. Wenn wir 
uns dann um die erste und dritte Kugel einen Kegel, welcher 
beide berührt, beschrieben denken, so muss die gesuchte Tan- 
gentialebene auch diesen zweiten Kegel längs einer seiner ge- 
radlinigen Erzeugenden berühren [Ö4] und mithin auch durch 

5* 
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seine Spitze gehen. Denken wir uns schliesslich der zweiten 
und dritten Kugel einen Kegel, welcher beide berührt, um- 
schrieben, so berflhrt die gesuchte Tangentialebene auch diesen 
dritten Kegel längs einer seiner geradlinigen Erzeugenden und 
geht durch seine Spitze. Es liegen also die Spitzen aller drei 
Kegel in der gesuchten Tangentialebene; sie liegen aber auch 
in der durch die drei Kugelmittelpunkte gehenden Ebene, in 
welcher die Axen aller drei Kegel liegen. Da nun die drei 
Spitzen zugleich in zwei Ebenen liegen, so liegen sie mithin 
in einer Geraden. Wenn man folglich die horizontalen und 
verticalen Projectionen der drei Spitzen (es genügen schon dazu 
die Projectionen von zwei Spitzen) nach dem bei der vorigen 
Aufgabe gegebenen Verfahren construirt und durch dieselben 
zwei Gerade zieht, so sind diese letzteren die Projectionen 
einer in der Tangentialebene liegenden Geraden. Die vorlie- 
gende Aufgabe ist damit wieder auf die andere, durch eine 
gegebene Gerade eine Tangentialebene an eine beliebige der 
drei Kugeln zu legen, zurückgeführt, welche man nach den früher 
gegebenen Methoden löst; die auf diese Weise gefundene Ebene 
berührt dann zugleich auch die beiden andern Kugeln. 

43. Hierbei ist zu beachten, dass man an je zwei der 
Kugeln immer zwei sie berührende und einhüllende Kegel legen 
kann, von denen die Spitze des einen Kegels in Bezug auf die 
eine Kugel jenseits der anderen liegt, während die Spitze des 
anderen Kegels zwischen den beiden Kugeln gelegen ist. Folg- 
lich giebt es im ganzen sechs Kegelflächen, von denen drei 
je zwei Kugeln nach aussen hin einhüllen und von denen die 
drei anderen ihre Spitzen zwischen den Kugeln liegen haben. 
Die Spitzen dieser sechs Kegel liegen zu je dreien in vier 
Geraden, durch deren jede man gleichzeitig zwei gemeinsame 
Tangentialebenen an die drei Kugeln legen kann. Es genügen 
mithin acht verschiedene Ebenen den Forderungen dieser dritten 
Aufgabe ; zwei dieser Ebenen werden von den drei Kugeln auf 
derselben Seite berührt, während die sechs anderen Ebenen 
so liegen, dass sie von zwei Kugeln auf der einen, von der 
dritten aber auf der entgegengesetzten Seite berührt werden. 

44. Diese Betrachtungen führen uns zu den folgenden 
Sätzen.' 

(Fig. 29) > Zieht man an je zwei von drei Kreisen, welche 
ihrer Grösse und Lage nach in einer Ebene gegeben sind, die 
gemeinschaftlichen Tangenten und verlängert je zwei zusam- 
mengehörige äussere Tangenten, bis sie sich schneiden, so 
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liegen ihre di'ei Schnittpunkte -4^, A^, A^ in einer geraden 
Linie. « 

[öö] Denn denkt man sich an die drei Kugeln, für welche 
die drei gegebenen Kreise grösste Kreise sind, eine Ebene 




Fig. 29. 



gelegt, welche von allen dreien auf derselben Seite berührt 
wird, so berührt diese Ebene auch die drei Kegel, welche je 
zwei der Kugel nach aussen einhüllen und geht durch deren 
Spitzen ^^, A^, A^, Die drei Spitzen liegen aber auch in der 
Ebene, welche durch die drei Kugelmittelpunkte geht und folg- 
lich, da sie also in zwei verschiedenen Ebenen enthalten sind, 
in einer geraden Linie. 

»Zieht man an je zwei der drei gegebenen Kreise die 
inneren Tangenten, welche sich auf den Centralen kreuzen, 
so liegen je zwei der drei neuen Schnittpunkte B^, B^, B^ 
in gerader Linie mit einem der drei ersten Schnittpimkte, 
sodass also die sechs Punkte A^, -4,, A^, B^^ B^^ B^ die Schnitt- 
punkte von vier geraden Linien sind.« 
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Dieser Satz ist schliesslich nar ein specieller Fall des fol- 
genden für den Raum gültigen Satzes. 

»£s sind vier Kugeln ihrer Grösse und Lage im Räume 
nach beliebig gegeben. Construirt man die sechs Kegel, welche 
je zweien dieser Kugeln von aussen umschrieben sind, so liegen 
ihre sechs Spitzen in einer Ebene und zwar in den Schnitt- 
punkten von vier Geraden. Construirt man dann noch die 
sechs anderen Kegel, ^deren'Spitzen zwischen den Mittelpunkten 
der berührten Kugeln liegen, so sind die Spitzen dieser weiteren 
sechs Kegel zu je dreien mit drei Spitzen der ersten sechs 
Kegel in einer Ebene gelegen. €») 



Tangentialebenen an Cylinder-, Kegel- und üm- 

drehungsflächen von nicht auf ihnen liegenden 

Punkten aus. 

45. Vierte Aufgabe. (Fig. 30) Von einem beliebigen 
Punkte aus eine Tangentialebene an eine gegebene 
Cylinderfläche zu legen. 

Lösung, k sei die in der horizontalen Projectionsebene 
gegebene Spur der Cylinderfläche; a', a" seien die Projectionen 
der Geraden a, welcher die Erzeugende der Cylinderfläche immer 
parallel sein soll, und P', P" die Projectionen des gegebenen 
Punktes P. Legt man zu der Geraden a durch den Punkt P 
eine Parallele g^ so muss dieselbe in der gesuchten Tangential- 
ebene liegen, und durch die Spurpunkte dieser Parallelen müssen 
die Spurlinien der gesuchten Tangentialebene gehen. Zieht 
man also durch den Punkt P' eine Parallele g' zu der Ge- 
raden a' und durch den Punkt P" eine Parallele g" zu der 
Geraden a", so sind diese Parallelen die beiden Projectionen 
der Geraden g\ verlängert man dann die Projection g" bis zu 
ihrem Schnittpunkte O^' mit der Axe und projicirt man diesen 
Punkt nach (?^ auf der Geraden g' so ist der Punkt O^ der 
erste Spurpunkt der Geraden g und folglich ein Punkt der 
ersten Spurlinie der gesuchten Tangentialebene. [56] Nun muss 
aber diese Spurlinie die Curve k berühren ; zieht man also von 
dem Punkte O^ alle möglichen Tangenten s^, ^4, . . . an die 
Curve k^ so sind diese die in der horizontalen Ebene gelegenen 
Spurlinien aller durch den Punkt P gehenden Tangentialebenen 
Z, T, . . . des Cylinders. Zieht man weiter durch die Berüh- 
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rungspunkte Ä, T, . . . der Tangenten s^^ t^, . , , mit der Curve 
k Parallelen zu der Geraden a', so sind diese die horizontalen 
Projectionen der geradlinigen Erzeugenden, längs deren die 




Fig. 30. 



verschiedenen Tangentialebenen Z, T, . . . den Cylinder be- 
rühren. Die verticalen Projectionen derselben erhält man, 
wenn man die Punkte S, T auf die verticale Projectionsebene 
nach S"^ T'\ ... projicirt und durch diese letzteren Punkte 
Parallelen zu a" zieht. Die zweiten Spurlinien 5^, ^4, . . . der 
gesuchten Tangentialebenen findet man dann nach dem in 
Artikel 28 (S. 37—41) gegebenen Verfahren. 

46. Fünfte Aufgabe. (Fig. 31) Von einem beliebigen 
Punkte aus eine Tangentialebene an eine gegebene 
Kegelfläche zu legen. 

Lösung. Da die Lösung dieser Aufgabe nur sehr wenig 
von derjenigen der vorigen Aufgabe abweicht, so beschränken 
wir uns hier darauf, die Construction nur durch die um- 
stehende Figur 31 anzudeuten, in welcher die Curve k die 
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gegebene Spnrlinie des Kegels darstellt, B'j B" die Projec- 
tionen seiner Spitze B und P\ P" diejenigen des gegebenen 




Fig. 31. 

Punktes P, von dem aus die Tangentialebene an den Kegel 
gelegt werden soll, sind. 

47. Sechste Aufgabe. (Fig. 32 u. 33) Durch eine ge- 
gebene Gerade soll eine Tangentialebene an eine 
gegebene Umdrehungsfläche gelegt werden. 

Lösung. Wir nehmen von vornherein an, dass die Axe 
der Umdrehungsfläche senkrecht auf einer der beiden Projec- 
tionsebenen steht ; dadurch wird die Allgemeinheit der Lösung 
nicht beeinträchtigt, da man über die Lage dieser Ebenen stets 
so verfägen kann, dass diese Annahme statt hat. 

Es sei also Ä' die gegebene horizontale Projection der Axe 
der Fläche, a" die verticale Projection derselben, k" die Pro- 
jection der erzeugenden Curve Ä;, welche der verticalen Projeo- 
tionsebene parallel ist, und ^', g" seien die Projectionen der 
Geraden g, durch welche die Tangentialebene an die Umdrehungs- 
fläche gelegt werden soll. Von Ä' fällt man das Loth A' B' 
auf die Projection g\ welches die horizontale Projection des 
kürzesten Abstandes der Axe a von der Geraden g ist, und 
projicirt dann den Punkt B' nach B" auf der Geraden g". 

[57] Nehmen wir nun an, eine solche Tangentialebene Z 
sei bereits construirt, und die gegebene Gerade g bewege sich 
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so tun die ümdrehungsaxe a herum, dass ihr Abstand von der 
Axe nnd ihre Neigung gegen die horizontale Ebene nngeändert 
bleiben und dass die Tangentialebene sich mit der Geraden g 
gleichzeitig bewegt, aber stets dabei die ümdrehungsfläche be- 
rührt. Dann ändert zwar, wie leicht ersichtlich ist, bei dieser 
Bewegung der Berührungspunkt seine Lage auf der Fläche, 
nicht aber seine Höhe über der Horizontalebene, da die Tan- 
gentialebene gegen diese stets die gleiche Neigung hat, und 
bewegt sich mithin auf der Peripherie eines Parallelkreises der 
Fläche. Die Gerade g erzeugt bei ihrer Bewegung eine zweite 
Umdrehungsfläche, welche dieselbe Axe a wie die erste hat, 
und an welche die Tangentialebene Z bei ihrer Bewegung 
ebenfalls immer Tangentialebene ist. 

Denken wir uns nämlich eine Ebene durch die Axe a und 
den Berührungspunkt S der Tangentialebene Z mit der ge- 
gebenen ümdrehungsfläche gelegt, so schneidet diese Ebene die 
erzeugende Gerade der zweiten ümdrehungsfläche in einem 
Punkte P, welcher der Berührungspunkt der nämlichen Tan- 
gentialebene Z mit der letzteren ümdrehungsfläche ist. Denn 
ausser der erzeugenden Geraden, durch welche die Tangential- 
ebene Z in diesem Punkte P hindurchgeht, enthält sie auch die 
Tangente, welche in dem Punkte P an den zugehörigen Pa- 
rallelkreis der zweiten ümdrehungsfläche gezogen werden kann ; 
die Tangentialebene Z geht nämlich auch durch die Tangente, 
welche im Punkte 8 den auf der ersten ümdrehungsfläche 
liegenden Parallelkreis berührt, hindurch und nach der Natur 
der ümdrehungsfläche sind diese beiden Tangenten einander 
parallel. 

Da wir die vorliegende Aufgabe mit Hülfe dieser zweiten 
ümdrehungsfläche lösen müssen, so ist es nothwendig ihre Schnitt- 
curve l mit einer durch die Axe a gehenden Ebene E zu con- 
struiren. Wir wählen diese Ebene E parallel zur verticalen 
Projectionsebene; ihre Horizontalprojection ist also die zur 
Projectionsaxe parallele Gerade ä'Cq. 

Wir nehmen nun auf der Geraden g einen Punkt (7, dessen 
Projectionen (7', G" sind, beliebig an und bestimmen den Punkt, 
in welchem er bei der Bewegung der Geraden g um die Axe 
die Hülfsebene E trifft. Der Punkt C beschreibt hierbei einen 
Parallelkreis, dessen horizontale Projection man erhält, wenn 
man um den Punkt Ä' als Mittelpunkt einen Kreisbogen mit 
dem Radius A' G' beschreibt, bis er die durch den Punkt Ä' 
zur Projectionsaxe x gezogene Parallele in dem Punkte Gq 
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schneidet; die verticale Projection dieses Kreisbogens ist die 
durch den Pnnkt G" zur Projectionsaxe x gezogene Parallele. 




Fig. 32. 

Der Punkt GJ ist also die horizontale Projection [68] des 
Punktes (7^, in welchem der von dem Punkte G beschriebene 
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Parallelkreis die verticale Ebene E schneidet; projicirt man 
daher den Punkt Cq nach Gq auf der durch den Punkt C" 
gezogenen horizontalen Geraden, so ist der Punkt Gq die ver- 
ticale Projection desselben Schnittpunktes Gq und also die 
zweite Projection eines Punktes, welcher auf der von der ver- 
ticalen Ebene E aus der zweiten Umdrehungsfläche ausgeschnit- 
tenen Curve l liegt. Wendet man das gleiche Verfahren noch 
auf beliebig viele andere Punkte der Geraden g^ z. B. auf die 
Punkte Bj B, P, . , . an, so erhält man ebenso viele Punkte 
Eq"j Bq\ Pq\ . . ., welche auf der zweiten Projection l" der 
gesuchten Sclmittcurve l liegen müssen. 

Wenn nun bei der gleichzeitigen Umdrehung der Geraden g 
und der Tangentialebene Z um die Axe a diese Ebene in eine 
zur zweiten Projectionsebene senkrechte Lage gekommen ist, 
so projicirt sie sich auf diese letztere in eine gerade Linie, 
welche gleichzeitig die beiden Curven k" und l" berührt. Zieht 
man daher an die Curven k" und l" alle gemeinsamen Tan- 
genten, wie z. B. Pq'Sq", RqTq\ . . ., so erhält man die 
Projectionen aller Tangentialebenen Z^, T^, . . ., welche der 
Aufgabe genügen, und zwar in der Lage, welche sie einge- 
nommen haben, wenn sie durch die Drehung in senkrechte 
Stellung zu der zweiten Projectionsebene gelangt sind. Die 
Berührungspunkte Sq\ Tq\ . . . dieser Tangenten mit der er- 
zeugenden Curve k" der gegebenen Fläche bestimmen die Höhen 
der Berührungspunkte /S, T, . . . der sämmtlichen Tangential- 
ebenen Z, T, . . ., welche durch die Gerade^ an die Fläche 
gelegt werden können. Zieht man also durch diese Punkte Sqj 
Tq", . , . Parallelen zur Projectionsaxe aj, so liegen auf ihnen 
die verticalen Projectionen S'\ T" . . . der Berührungspunkte S, 
T, . . . der Fläche mit den gesuchten Tangentialebenen Z, T, 
.... Beschreibt man dann um Ä' als Mittelpunkt Kreisbogen 
mit den Radien D" SJ', E" Tq\ . . . , so liegen auf diesen die 
horizontalen Projectionen S\ T\ , , , derselben Punkte S, T, 
.... Es bleiben also zu ihrer vollständigen Bestimmung nur 
noch die Meridiane der gegebenen Umdrehungsfläche, auf denen 
sie liegen, zu ermitteln. Hierzu werden die Berühi'ungspunkte 
Pq", Rq", . . . benutzt. 

Nachdem die Punkte PJ\ Rq\ . . . nach Pq, Rq, . . . 
auf der Geraden Ä' Gq projicirt sind, beschreibt man um Ä' 
als Mittelpunkt mit den Radien Ä' Pq\ A' Rq^ . . . Kreisbogen 
bis zu ihren Schnittpunkten P\R\ , , , mit der Geraden g\ 
Die Kreisbogen messen zugleich die Winkel, um welche die 
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durch die Berührungspunkte der Tangentialebenen Z, T, . . . 
mit den beiden ümdrehungsflächen gezogenen Geraden SP, TB 




Fig. 33. 

. . . gedreht werden müssen, um in die der veiücalen Projec- 
tionsebene parallele Ebene E zu fallen. Man erhält also die 



Digitized by VjOOQIC 



Darstellende Geometrie. 77 

horizontalen Projectionen dieser Geraden in ihrer natürlichen 
Lage, wenn man dnreh den Punkte.' die Geraden Ä' P\ 
A'R'^ . . . zieht. [59] Die Punkte S'^ T\ . . . endlich, in 
denen diese letzteren Geraden die durch die Punkte S^^ Tq ^ 
... Mm Ä' als Mittelpunkt gezogenen Kreisbogen schneiden, 
sind die horizontalen Projectionen der Punkte ä, T, . . ., in wel- 
chen die gegebene Umdrehungsfläche von den durch die Ge- 
rade g gehenden Tangentialebenen Z, T, . . . berührt wird. 

Die yerticalen Projectionen ä", T", . . . dieser Punkte er- 
hält man durch Projection der Punkte /S", T', . . . auf die zu- 
gehörigen horizontalen Geraden durch die Punkte Sq\ Tq\ . . . 

Nachdem man so die horizontalen und verticalen Projec- 
tionen der Berührungspunkte Sy Tj . , , gefunden hat, construirt 
man die Spurlinien s^ , s, ; ^, , ^^ ; ... aller durch die Gerade g 
gehenden Tangentialebenen nach den früher angegebenen 
Methoden. 

Diese Methode lässt sich leicht verallgemeinern und auf 
Flächen anwenden, welche durch beliebige, ihrer Gestalt nach 
unveränderliche, ihrer Lage im Räume nach aber irgendwie 
veränderliche Curven erzeugt werden.^) 



Dritter TheiL 
Schnitte krummer Flächen. 

Schnitte krummer Flächen. Definition der Curven 
doppelter Krümmung. 

48. Es seien die Erzeugungsweisen von zwei krummen 
Flächen vollkommen bekannt, sodass für jede derselben die 
Gesammtheit aller ihrer Punkte genau bestimmbar ist und für 
jeden Punkt einer der Flächen, dessen eine Projection will- 
kürlich gewählt ist, stets die andere construirt werden kann. 
Wenn dann diese zwei Flächen gemeinsame Punkte haben, 
so ist auch die Lage aller dieser gemeinsamen Punkte voll- 
ständig bestimmt, und zwar hängt sie sowohl von der Gestalt 
der beiden krummen Flächen, als auch von ihrer Stellung zu 
einander ab. Folglich kann die Lage dieser gemeinsamen 
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Pnnkte stets ans den gegebenen Brzeugnngsweisen der Flächen, 
ans welchen sie sich mit Nothwendigkeit ergiebt, abgeleitet 
werden. 

Die Oesammtheit aller zwei bestimmten kmmmen Flächen 
gemeinsamen Pnnkte bildet im allgemeinen eine bestimmte 
kmmme Linie im Ranm. Diese Onrye kann in speciellen 
Fällen eine ebene Curve sein nnd also nnr eine Krümmung 
besitzen, sie kann in noch specielleren Fällen zu einer geraden 
Linie werden nnd mithin gar keine Krümmung haben, und in 
ganz speciellen FäUen sich sogar auf einen Punkt reduciren; 
im Allgemeinen aber gehört diese Schnittcurve [60] zu den 
sogenannten Curven doppelter Krümmung, ^^j welche diesen 
Namen deshalb führen, weil sie an den Krümmungen zweier 
kmmmen Flächen Antheil haben, auf deren jeder sie liegen 
und deren gemeinsame Schnittcurven sie sind. 



Gegenseitiges Entsprechen von Operationen der 

darstellenden Geometrie und der Elimination 

in der Algebra. 

49. Zwischen den analytischen Operationen und denen der 
darstellenden Geometrie besteht eine gewisse Uebereinstimmung, 
welche an dieser Stelle erwähnt werden muss. 

Wenn man in der Algebra eine gestellte Aufgabe auf ein 
System von ebenso vielen Gleichungen, als Unbekannte vorhanden 
sind, zurückgeführt hat, so kann man aus diesem ein anderes 
System mit der gleichen Anzahl von Gleichungen ableiten, in 
deren jeder aber nur eine einzige Unbekannte noch vorkommt. 
Das Verfahren, welches zu diesem Ziele führt und unter dem 
Namen der Elimination bekannt ist, besteht darin, dass 
man zunächst mit Hülfe einer Gleichung irgend eine Unbekannte 
aus allen übrigen Gleichungen fortschafft. Indem man auf 
diese Weise allmählich die verschiedenen Unbekannten ent- 
fernt, gelangt man schliesslich zu einer Endgleichung, welche 
nur noch eine einzige Unbekannte enthält und mithin deren 
Werth bestimmt. 

Die Elimination in der Algebra hat die grösste Aehnlich- 
keit mit den Methoden, durch welche man in der darstellenden 
Geometrie die Schnitte krummer Flächen bestimmt. 

Nehmen wir an, dass ein Punkt im Räume durch seine Ent- 
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fernungen a;, y, x von drei zu einander rechtwinkligen Ebenen 
bestimmt wird, dass zwischen diesen drei Entfernungen eine 
Beziehung festgesetzt und diese Beziehung dann durch eine 
Gleichung ausgedrückt wird, in welcher die drei Grössen x^ y, % 
und Constante vorkommen. Auf Grund dieser Beziehung ist 
die Lage des Punktes nicht bestimmt; es können die Grössen 
ic, ^, % ihre Werthe und folglich auch der Punkt seine Lage 
im Räume so Andern, dass die durch die Gleichung dargestellte 
Beziehung immer stattfindet. Die krumme Fläche, welche der 
geometrische Ort für alle mit der gegebenen Beziehung ver- 
träglichen Punkte ist, wird durch die entsprechende Gleichung 
analytisch dargestellt. 

Betrachten wir z. B. eine Kugelfläche, deren Radius mit r 
bezeichnet werde und welche ihren Mittelpunkt in dem Schnitt- 
punkte der drei zu einander rechtwinkligen Ebenen habe. Wird 
dann ein bestimmter Punkt der Kugelfläche durch seine Ab- 
stände ic, ^, % von diesen drei Ebenen bestimmt, [61] so ist 
offenbar der Eugelradius nach dem betrachteten Punkte gleich 
der Diagonale eines rechtwinkligen Prisma, dessen drei Kanten 
die Abstände x^ y^ % sind; das Quadrat der Diagonale ist aber 
gleich der Summe der Quadrate der drei Kanten, also erhält 
man die Gleichung 

^* + ^* + ^* = ^* • 

Wenn nun der betrachtete Punkt seine Lage auf der Kugel- 
oberfläche ändert, so ändern sich seine senkrechten Entfernungen 
a;, ^, % von den drei zu einander rechtwinkligen Ebenen, nicht 
aber ändert sich seine Entfernung von dem Kugelmittelpunkte ; 
es hat also die Summe der Quadrate seiner drei Ooordinaten 
X, t/, % stets denselben Werth und ist immer gleich dem Qua- 
drate des Kugelradius. Zwischen den Ooordinaten des betrach- 
teten Punktes besteht also die durch die Gleichung 

^* + 2/* + ^* = ^« 

dargestellte Beziehung, und umgekehrt hat diese Gleichung für 
alle Punkte der Kugelfläche und nur für diese statt, ist folg- 
lich die Gleichung der Kugel. 

Jede krumme Fläche hat also eine bestimmte Gleichung. 
Wenn es auch nicht immer möglich ist, diese Gleichung in so 
einfachen Grössen wie den Abständen aj, ^, % darzustellen, so 
kann man sie doch in complicirteren Grössen, z. B. den Rich- 
tungswinkeln der Tangentialebenen, den Krümmungsradien, u, 
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s. w. erhalten. Für nnsern Zweck reicht es aus, dass wir eine 
Gleichung als Beispiel gegeben haben. 

Sind nun die Gleichungen zweier verschiedenen krummen 
Flächen in den Coordinaten x^ y, % gegeben, und setzt man 
Yoraus, dass in diesen beiden Gleichungen die Coordinaten a;, 
y^ % auf dasselbe rechtwinklige Coordinatensystem bezogen 
sind, so kann man eine der drei Grössen aj, t/, «, z. B. %^ aus 
den beiden Gleichungen eliminiren. Durch die gleichzeitige 
Gültigkeit der beiden Gleichungen setzt man fest, dass man 
weder alle Punkte der ersten Fläche, noch alle Punkte der 
zweiten Fläche unterschiedslos in Betracht ziehen will, sondern 
dass man sich nur mit den Punkten ihres Schnittes beschäftigt, 
für welche beide Gleichungen erfüllt sein müssen, da diese 
Punkte gleichzeitig auf beiden Flächen liegen. Folglich drückt 
die Gleichung in den Grössen x^ «/, welche sich durch die Eli- 
mination von % aus den beiden Gleichungen ergeben hat, die 
Beziehung aus, welche zwischen den beiden Coordinaten », y 
aller Punkte der Schnittlinie — ohne Rücksicht auf die Grösse 
der eliminirten Coordinate % — bestehen muss; diese Gleichung 
ist also die Gleichung der Projection des Schnittes beider 
Flächen auf die zu den ;i>-Abständen senkrechte Ebene. 

Man sieht mithin, dass in der Algebra die Elimination einer 
Unbekannten zwischen mehreren Gleichungen mit drei Unbe- 
kannten darauf hinausläuft, auf den drei zu Grunde gelegten 
Coordinatenebenen die Projectionen der Schnitte der Flächen, 
welchen diese Gleichungen entsprechen, zu bestimmen. 

[62] 50. Das Entsprechen zwischen den Operationen der 
Analysis und den Methoden der darstellenden Geometrie ist 
aber nicht auf das eben Gesagte beschränkt; es besteht überall. 
Wenn man Punkte, Curven oder Flächen sich bewegen lässt, 
so können diese Bewegungen immer durch analjiiische Opera- 
tionen beschrieben werden, und die durch diese Bewegungen 
erzeugten Raumgebilde entsprechen den Resultaten dieser Ope- 
rationen. Umgekehrt giebt es keine analytische Operation mit 
drei Veränderlichen, welche nicht als der Ausdruck einer im 
Räume ausgeführten Bewegung betrachtet werden kann. Um 
dem Schüler die Mathematik in der vortheilhaftesten Weise zu 
lehren, muss man ihn frühzeitig daran gewöhnen, dieses gegen- 
seitige Entsprechen von analytischen und geometrischen Ope- 
rationen zu erkennen; er muss die Fähigkeit erlangen, einer- 
seits alle Bewegungen, welche im Räume denkbar sind, in die 
Sprache der Analysis zu übersetzen und andererseits sich stets 
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im Haume die Bewegungen vorzustellen, deren Ausdruck die 
analytischen Operationen sind. 



Allgemeine Methode, um die Projectionen der 

Schnitte krummer Flächen zu bestimmen. Abänderung 

dieser Methode für einige besondere Fälle. 

51. Kommen wir nun auf unseren eigentlichen Gegenstand, 
das Verfahren für die Bestimmung der Projectionen von Schnitten 
krummer Flächen zu entwickeln, wieder zurück. 

Um diese Methode in möglichst übersichtlicher Form dar- 
zustellen, werden wir ihr nicht sofort die äusserste Eleganz, 
deren sie fähig ist, geben, sondern letztere schrittweise erreichen. 
Das Gesagte gut aber allgemein und ist auf zwei beliebige 
krumme Flächen anwendbar. Obgleich die benutzten Buch- 
staben sich auf die Figur 34 beziehen, welche den besonderen 
Fall zweier geraden Kreiskegel mit vertical gestellten Axen 
darstellt, so ist immer im Auge zu behalten, dass jede der 
beiden betrachteten Flächen eine ganz beliebige sein kann. 

52. Erste allgemeine Aufgabe. (Fig. 34) Die Erzeu- 
gungsweisen zweier krummen Flächen sind bekannt 
und alle hierzu nöthigen Elemente in den Projections- 
ebenen gegeben. Man soll die Projectionen der Curve 
doppelter Krümmung construiren, in welcher sich die 
beiden Flächen schneiden. 

Lösung. Man nimmt eine Schaar von Ebenen TT zu Hülfe, 
welche im Räume passend gelegen gewählt werden ; diese Ebenen 
können z. B. sämmtlich horizontal liegen, was zunächst that- 
sächlich angenommen werde. [63] Dann sind die verticalen 
Projectionen dieser Hülfsebenen horizontale gerade Linien, und 
weil die Ebenen in willkürlich gewählten Abständen voneinander 
liegen können, nehmen wir an, dass in der verticalen Projec- 
tionsebene beliebig viele horizontale Gerade p gezogen seien, 
welche die verticalen Projectionen von eben so vielen Ebenen TT 
vorstellen. Dann führt man nacheinander für jede dieser EbenenTT 
und in Bezug auf die Gerade ^, welche ihre verticale Projec- 
tion ist, das Verfahren durch, welches im Folgenden für die eine 

dieser Ebenen, TT, welche sich in die Gerade p projicirt, an- 
gegeben ist. 

A 

Die Ebene TT schneidet die erste Fläche in einer gewissen 

Ostwalâ's Klassiker. 117. 6 
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Curve, welche man immer constniiren kann, wenn die Erzeugung 
der Fläche bekannt ist. Diese Cnrve ist der geometrische Ort 




Fig. 34. 
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A 

aller Punkte, in denen die Ebene TT von allen Erzeugenden 
der Fläche geschnitten wird. Da diese Curve eben und hori- 
zontal gelegen ist, so projicirt sie sich in ihi'er wahren Gestalt 
und Grösse auf die horizontale Projeetionsebene. Es ist also 
möglich, diese Projection zu construiren, und es ergebe dies die 
Curve m\ 

K 

Dieselbe Ebene TT schneidet auch die zweite gegebene 
Fläche in einer horizontal gelegenen, ebenen Curve, deren hori- 
zontale Projection sich ebenfalls stets construiren lässt; diese 
Projection sei die Cure n'. 

Nun ist es möglich, dass sich die beiden Curven, in welchen 

A 

die Ebene TT die beiden gegebenen Flächen schneidet, selbst 
schneiden, oder dass sie sich nicht schneiden. Wenn sich die 
beiden Curven auch in beliebiger Verlängerung nicht schneiden, 
so ist dies ein Beleg dafür, dass die beiden gegebenen Flächen 

A 

in der Höhe der Ebene TT keinen Punkt gemeinsam haben. 
Schneiden sich aber die beiden Curven, so geschieht dies in 
einer gewissen Anzahl von Punkten, welche beiden Flächen 
gemeinsam und daher ebenso viele Punkte ihres gesuchten 
Schnittes sind. Denn in der That gehören die Schnittpunkte 
beider Curven beiden Flächen an, da sie sowohl auf der ersten 
Curve, welche auf der ersten der beiden gegebenen Flächen 
liegt, als auch auf der zweiten Curve, welche auf der zweiten 
Fläche liegt, gelegen sind. 

Es müssen aber die horizontalen Projectionen der Schnitt- 
punkte beider Curven [64] sowohl auf der Projection der ersten 
als auch auf der Projection der zweiten Curve liegen, folglich 
sind die Schnittpunkte S'^J', . . . der beiden Curven m' und 
n' die horizontalen Projectionen von ebenso vielen Punkten 
des gesuchten Schnittes beider gegebenen krummen Flächen, 
Um die verticalen Projectionen dieser Punkte zu erhalten, hat 
man nur zu beachten, dass die Punkte Hj J, . . . in der hori- 

A 

zontalen Ebene TT und also ihre zweiten Projectionen auf der 
Geraden p liegen. Projicirt man daher die Punkte H'^J\ . . . 
auf die Gerade p in die Punkte JÎ", /',..., so sind diese 
letzteren die zweiten Projectionen der gesuchten Schnittpunkte. 
Führt man dieses für die Gerade p eben beschriebene Ver- 
fahren nun fttr alle übrigen horizontalen Geraden p durch, so 
erhält man für jede von ihnen in der horizontalen Projeetions- 
ebene eine Reihe weiterer Punkte S"',/', . . . und in der ver- 
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ticalen Projectionsebene die entsprechende Reihe E!\X\ . . . 
Zieht man dann durch alle Punkte H' einen Curvenzweig, durch 
alle Punkte /' einen zweiten, und so fort, so bildet die Ge- 
sammtheit aller dieser Curvenzweige, welche mitunter inein- 
ander übergehen können, die horizontale Projection des Schnittes 
beider Flächen. Zieht man ebenso durch alle Punkte H" einen 
Curvenzweig, durch alle Punkte J" einen zweiten, und so fort, 
so bildet die Gesammtheit aller dieser Curvenzweige, welche 
ebenfalls mitunter ineinander tibergehen können, die verticale 
Projection des gesuchten Schnittes. 

53. Das soeben geschilderte Verfahren ist ganz allgemein 
verwendbar, sogar mit der getroffenen speciellen Festsetzung, 
dass die benutzten Hülfsebenen TT sämmtlich horizontal liegen. 
Wir wollen jetzt aber zeigen, dass in bestimmten Fällen die 
Wahl des Hülfsebenensystems nicht gleichgültig ist ; man kann 
sie vielmehr oft so treffen, dass dadurch sich leichtere und 
elegantere Constructionen ergeben. Es kann sogar der Fall 
eintreten, dass die Benutzung einer Schaar von krummen 
Flächen, welche nur in einer ihrer Abmessungen von ein- 
ander verschieden sind, vortheilhafter als die Benutzung von 
Ebenen ist. 

Für die Construction des Schnittes zweier ümdrehungs- 
flächen mit verticalen Axen ist am vortheilhaftesten eine Schaar 
von horizontalen Ebenen zu verwenden, da diese beide Flächen 
in Kreisen schneiden, deren Mittelpunkte auf den Axen der 
Flächen liegen, deren Radien gleich den in der Höhe der 
schneidenden Ebenen gemessenen senkrechten Abständen der 
erzeugenden Curven von den zugehörigen Axen sind und deren 
horizontale Projectionen mithin ihrer Grösse und Lage nach 
bekannte Kreise sind. [65] In diesem Falle werden also alle 
Punkte der horizontalen Projection des gesuchten Schnittes als 
Schnittpunkte von ELreisen bestimmt. Wenn die Umdrehungs- 
flächen zwar zu einander parallele, aber nicht vertical stehende 
Axen haben, so muss man den Projectionsebenen eine andere 
Lage geben und sie so wählen, dass eine derselben auf den 
Umdrehungsaxen senkrecht steht. 

54. Handelt es sich darum, die Schnittcurve von zwei 
beliebig gestalteten Kegeln, deren Spuren in der horizontalen 
Projectionsebene gegeben sind, zu construiren, so würde uns 
die Anwendung einer Schaar von horizontalen Ebenen zur 
Ausführung von Consti'uctionen nöthigen, welche in diesem 
Falle zu umständlich und zeitraubend sein würden. Denn jede 
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horizontale Ebene schneidet beide Kegelflächen in Curven, 
welche den Spurlinien derselben ähnlich sind, und diese 
Schnittcurven müssen folglich, weil sie nicht mit den Spur- 
linien identisch sind, für jede Hülfsebene von neuem punkt- 
weise construirt werden. Legt man dagegen durch die Spitzen 
beider Kegel eine Gerade und benutzt man das durch die- 
selbe hindurchgehende Ebenenbüschel, so schneidet jede Ebene 
desselben beide Flächen in vier gerade Linien. Da diese 
Geraden in einer Ebene liegen, so schneiden sie sich — von 
den Kegelspitzen abgesehen — in vier Punkten, welche auf 
dem Schnitte beider Kegel liegen. In diesem Falle construirt 
man also jeden Punkt der horizontalen Projection des Schnittes 
als Schnittpunkt zweier geraden Linien. 

55. Für zwei beliebig gestaltete Cylinderflächen, deren 
beiderseitige Erzeugende nicht einander parallel sind, bietet 
die Schaar horizontaler Ebenen gleichfalls nicht die günstigste 
Wahl dar. Jede dieser Ebenen würde zwar beide Flächen in 
Curven schneiden, welche ihren horizontalen Spurcurven con- 
gruent sind. Da diese Schnittcurven aber nicht senkrecht über 
den Spurcurven liegen, so fallen ihre horizontalen Projectionen 
nicht mit den letzteren zusammen' und müssen folglich punkt- 
weise construirt werden. Wählt man dagegen eine Schaar von 
Hülfsebenen, welche gleichzeitig zu den erzeugenden Geraden 
beider Flächen parallel sind, so schneidet jede dieser Ebenen 
beide Cylinder in geraden Linien, deren Schnittpunkte dem 
Schnitte beider Flächen angehören. [66] Dadurch erhält man 
wieder die Punkte der horizontalen Projection des Schnittes 
als Schnittpunkte von geraden Linien. Uebrigens sind diese 
für zwei Cylinder gegebenen Betrachtungen nur eine nothwen- 
dige Folge der vorher für zwei Kegelflächen angestellten. 

56. Für zwei Umdrehungsflächen endlich, deren Axen in 
derselben Ebene liegen, aber nicht zu einander parallel sind, 
ist überhaupt eine Schaar von Ebenen nicht mehr die passendste 
Wahl, welche man treflTen kann, sondern hier empfiehlt es 
sich, eine Schaar von concentrischen Kugeln, deren gemeinsamer 
Mittelpunkt in dem Schnittpunkte der beiden Umdrehungsaxen 
liegt, zu benutzen. Die beiden ümdrehungsflächen werden von 
jeder dieser Kugeln in zwei Kreisen geschnitten, deren Mittel- 
punkte auf den beiden Umdrehungsaxen liegen und deren Ebenen 
auf der Ebene dieser Axen senkrecht stehen; die Schnittpunkte 
beider Kreise liegen zugleich auf der Kugel und auf den beiden 
Umdrehungsflächen und gehören mithin dem gesuchten Schnitte 
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an. Die Punkte der Projection des Schnittes werden constmirt 
als Schnittpunkte von Kreisen und geraden Linien, wenn man 
die eine Projectionsebene senkrecht zu einer der beiden Um- 
drehungsaxen, die andere parallel zu diesen beiden Axen wählt, 
welche Annahme die in diesem Falle günstigste ist. 

Diese wenigen Bemerkungen über die am häufigsten vor- 
kommenden krummen Flächen genügen, um zu zeigen, in 
welcher Weise die allgemeine Methode gebraucht werden muss, 
und wie man aus der Eenntniss der Erzeugung der Flächen 
die Wahl der Hülfsflächen so treffen kann, dass sich die leich- 
testen CoDStructionen ergeben. 



Tangenten an die Schnitte krummer Flächen. 

57. Wenn zwei krumme Flächen ihrer Gestalt und gegen- 
seitigen Lage nach gegeben sind, so ist nicht nur ihre Schnitt*- 
curve bestimmt, sondern es ist auch die Lage aller geometrischen 
Gebilde, welche zu ihr Bezug haben, bestimmt, so z. B. die 
Lage der Tangente in jedem ihrer Punkte und die Lage der 
Normalebene, d. h. der Ebene, auf welche die Curve unter 
einem rechten Winkel auftrifft und welche mithin auf der Tan- 
gente der Curve senkrecht steht. Obgleich wir in dem Fol- 
genden oft Gelegenheit haben. Normalebenen an Curven doppelter 
Krümmung zu betrachten, gehen wir hier nicht in die Einzel- 
heiten ihrer Bestimmung ein; [67] denn da die Normalebenen 
stets auf den Tangenten senkrecht stehen, so ist es ausreichend, 
das Verfahren, nach welchem die Projectionen der Tangenten 
an die Schnittcurven krummer Flächen construirt werden, hier 
mitzutheilen. 

58. Zweite allgemeine Aufgabe. In einem beliebigen 
Punkte der Schnittcurve zweier krummen Flächen 
soll man die Tangente an diese Curve construiren. 

Lösung. Da der auf der Schnittcurve beider Flächen will- 
kürlich gewählte Punkt gleichzeitig auf beiden Flächen liegt, 
so berührt sowohl die in dem betrachteten Punkte an die erste 
Fläche als wie die an die zweite Fläche gelegte Tangential- 
ebene die Schnittcurve in diesem Punkte. Dieser Punkt der 
Schnittcurve, in welchem sie von den beiden Ebenen berührt 
wird, liegt also zugleich in beiden Ebenen und ist folglich ein 
Punkt ihrer Schnittgeraden, welche seihst offenbar die gesuchte 
Tangente ist, 
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Diese Angabe giebt zu folgender Bemerkung Anlass, von 
welcher in der darstellenden Geometrie häufiger Gebrauch ge- 
macht wird. 

»Die Projection der Tangente einer Curve doppelter Krüm- 
mung ist selbst Tangente an die Projection der Curve und 
der Berührungspunkt dieser letzteren ist die Projection des 
zugehörigen Berührungspunktes auf der Curve doppelter 
Krümmung.« 

Denn denkt man sich von allen Punkten einer Curve 
doppelter Krümmung Lothe auf eine der beiden Projections- 
ebenen, z. B. auf die horizontale Ebene gefällt, so liegen alle 
diese Lothe auf dem Mantel eines vertical stehenden Cylinders, 
welcher von der horizontalen Projectionsebene in der Projection 
der Curve geschnitten wird. Wenn man sich femer von allen 
Punkten einer Tangente an die Curve doppelter Krümmung 
ebenfalls Lothe gefällt denkt, so liegen diese Lothe in einer 
verticalen Ebene, welche von der horizontalen Projectionsebene 
in der Projection der Tangente geschnitten wird. Nun be- 
rühren sich aber offenbar der Cylindermantel und diese ver- 
ticale Ebene längs des von dem Berührungspunkte gefällten 
Lothes, da dieses beiden Flächen angehört. Es berühren sich 
also die Schnittlinien der horizontalen Projectionsebene mit der 
Cylinderfläche und mit der verticalen Ebene [68] in dem Fuss- 
punkte dieses Lothes, und mithin berühren sich die Projection 
einer Curve doppelter Krümmung und die Projection einer Tan- 
gente an dieselbe in dem Punkte, welcher die Projection des 
Berührungspunktes der Tangente und der Baumcurve ist. 

Schnitte von Cylinder-, Kegel- und Umdrehungs- 
flächen. Abwickelung dieser Schnitte, wenn eine 
der Flächen, auf welchen sie liegen, eine abwickel- 
bare Fläche ist. 

59. Wir wollen nun das bisher Gesagte auf einige beson- 
dere Fälle wirklich zur Anwendung bringen. Um mit ein- 
fachen Betrachtungen zu beginnen, setzen wir zunächst voraus, 
dass eine der beiden Flächen, deren Schnitt bestimmt werden 
soll, eine Ebene ist. 

Ente Au^be. Es soll die Schnittcurve eines 
Cylindermantels und einer gegebenen Ebene be- 
stimmt werden. 
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Wenn die Lage der Projectionsebenen willkürlich ist, so 
nehmen wir zunächst an — was immer möglich ist — , dass 
die eine Projectionsebene senkrecht auf den geradlinigen Er- 
zengenden des Cylindermantels und die andere senkrecht auf 
der gegebenen Ebene steht, weil bei dieser Annahme die Con- 
struction sich sehr viel leichter gestaltet. Später werden wir, 
um den Schüler mit der Projectionsmethode gut vertraut zu 
machen, diese Annahme fallen lassen und die beiden Projec- 
tionsebenen beliebig wählen. 

Erster Fall. (Fig. 35—37) Die geradlinigen Er- 
zeugenden der Fläche stehen senkrecht auf einer, 
z. B. auf der horizontalen Projectionsebene, und die 
schneidende Ebene steht senkrecht auf der andern 
Projectionsebene. 

Lösung. Es sei A* die horizontale und a" die verticale 
Projection der Geraden a, welcher die sämmtlichen Erzeugenden 
des Cylinders parallel sind; h sei die gegebene Spurcurve des 
Cylinders, welche zugleich die horizontale Projection des un- 
begrenzten Cylindermantels ist und welche daher auch die 
horizontale Projection des gesuchten Schnittes / ist; e^ sei die 
verticale Projection der schneidenden Ebene E, welche Gerade 
auch zugleich die verticale Projection des gesuchten Schnittes / 
ist, und 6^ sei die in der horizontalen Ebene gelegene Spur- 
linie dieser Ebene E. Zieht man dann an die Curve A; die 
zur Projectionsaxe x senkrechten Tangenten B'b"y C c'\ so 
sind diese beiden Geraden offenbar die verticalen Projectionen 
der äussersten geradlinigen Erzeugenden^^), und die Punkte B'\ 
(7", in welchen sie von der Spurlinie e, der Ebene E geschnitten 
werden, begrenzen auf der Geraden e, die verticale Projection 
des gesuchten Schnittes l, 

[69] Wenn man nun in einem auf dem Schnitte l beliebig 
angenommenen Punkte, dessen horizontale Projection der auf 
der Cui've k willkürlich gewählte Punkt D' ist und dessen 
verticale Projection man erhält, indem man den Punkt D' in 
den Punkt E" auf der zweiten Spurlinie e projicirt — die 
Tangente an denselben ziehen will, so muss offenbar diese 
Tangente in der schneidenden Ebene E liegen und daher ihre 
zweite Projection in die Spurgerade \ fallen. Femer liegt 
die Tangente in der Tangentialebene des Cylinders im Punkte 
Z), und da diese Ebene veiücal steht, so fällt die horizontale 
Projection der Tangente mit der horizontalen Projection der 
Tangentialebene zusammen und ist die Gerade i = TD\ 
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welche die Curve k in dem Punkte D' berührt. Es ist also 
für die gesuchte Schnittcurve l die Lage der Tangente völlig 
bestimmt. 




Fig. 35. 

60. Es handelt sich nun weiter darum, die Schnittcurve l 
in ihrer wahren Gestalt zu construiren und dann an dieselbe 
in einem beliebigen Punkte eine Tangente zu ziehen. Wenn 
die verticale Projectionsebene zu weit von der Curve k ent- 
fernt ist, nimmt man eine andere verticale Ebene zu Hülfe 
welche die Curve k schneidet und deren horizontale Projection 
in die zu x parallele Gerade B' C föUt. Diese neue verticale 
Projectionstafel schneidet die Ebene E in einer zu e, parallelen 
Geraden, um welche wir die Ebene E in die verticale Lage um- 
legen, sodass die Curve / sich in ihrer wahren Gestalt darbietet. 
Dann wählt man beliebig viele Punkte D' willkürlich auf der 
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Curve k und legt durch dieselben verticale, znr zweiten Pro- 
jecüonstafel senkrechte Ebenen TT hindurch^ deren beide Pro- 
jectionen man gleichzeitig erhält, indem man durch alle Punkte 
D ' verticale Gerade p zieht. Jede dieser Httl&ebenen schneidet 
die Ebene E in einer horizontalen und zur ümlegungsaxe senk- 
rechten Geraden, deren verticale Projection der Schnittpunkt 
E" der beiden Geraden p und e^ ist. Diese horizontale Gerade 




Fig. 36. 

trifft die Ümlegungsaxe in einem Punkte E^ dessen horizontale 
Projection der Schnittpunkt E' der beiden Geraden B' G und 
der durch D' gezogenen Verticalen p ist, während sie die 
Schnittcurve / der Ebene E und des Cylinders in den Punkten 
D, J^ . . . trifft, deren horizontale Projectionen die Schnittpunkte 
D\ F'j , , . der Geraden p und der Curve k sind. Die Strecken 
DEj FE, . . . sind aber offenbar gleich ihren horizontalen Pro- 
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jectionen D'E\ F'E\ ... Bei der ümlegung der Ebene E in 
die verticale Lage bleiben alle diese Strecken, welche ur- 
sprünglich horizontal lagen, senkrecht zn der Umlegungsaxe 
and behalten dieselbe Länge. [70] Zieht man also durch 
jeden Punkt E" eine unbegrenzte Gerade senkrecht zu e^ und 
trägt auf dieser von E" aus die Strecken D'E'y F'E\ . . . 
bis Dq\ Fq\ ... ab, so erhält man beliebig viele Punkte D^", 
Fqj . , .; die durch diese Punkte hindurchgezogene Curve l^ 
ist die Schnittcurve des Cylinders und der Ebene E in ihrer 
wahren Gestalt. 

61. Nachdem jetzt die wahre Gestalt der Schnittcurve ge- 
funden ist, soll noch in einem beliebigen ihrer Punkte, z. B. D^' 
die Tangente construirt werden. Die verticale Projection dieses 
Punktes in seiner natttrlichen Lage ist der Fusspunkt E" des 
von D" auf die Gerade e, gefällten Lothes und die horizon- 
tale Projection findet man, indem man den Punkt E" in den 
Punkt D' auf der Curve k projicirt. Die horizontale Projection 
der gesuchten Tangente ist dann die in dem Punkte D' an 
die Curve k gezogene Tangente t und es genügt, um unser 
Ziel zu erreichen, in der Ebene der Curve Iq einen beliebigen 
Punkt zu bestimmen, durch welchen die Tangente gehen muss, 
z. B. den Punkt J7, dessen horizontale Projection in den be- 
liebig auf der Tangente t gewählten Punkt H* fällt und dessen 
verticale Projection der Punkt Ä" auf der Spur e, ist. Stellt 
mfin für diesen Punkt dieselbe Betrachtung an wie für jeden 
anderen Punkt der Ebene E, so muss offenbar der umgelegte 
Punkt H auf der durch den Punkt Ä" senkrecht zu e, gezo- 
genen Geraden liegen, und man erhält seine verticale Projec- 
tion, indem man auf dieser Senkrechten die Strecke Ä' H'^ 
d. i. den Abstand des Punktes H' von der Geraden B' C\ von 
Ä" bis Hq" abträgt. Dann ist Hq" ein zweiter Punkt der an 
die Curve IJ' zu construirenden Tangente, welche also die Ver- 
bindungslinie DqH" beider Punkte ist.^'^) 

62. Welche Gestalt auch die Curve k haben mag, immer 
hat die Schnittcurve die Eigenschaft, dass in jedem Punkte, 
z. B. in Dq die Subtangente A" Hq gleich der Subtangente 
A' B.' der Curve k ist. Diese Eigenschaft ist ftlr die Ellipse und 
den über einer ihrer Axen construirten Kreis wohlbekannt; 
sie kommt diesen beiden Curven nur deshalb zu, weil sie 
die Schnitte eines Cylindermantels mit zwei verschiedenen 
Ebenen sind. 

63. Schliesslich kann der Fall eintreten, dass man die 
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Abwickelung des Cylindermantels und der von der Ebene E 
ausgeschnittenen Curve nöthig hat. Zunächst wickelt man dann 
die Curve k (Fig. 36) in eine gerade Linie Na^a (Fig- 3'^) *^ 
[71] und zieht durch alle Punkte derselben zu ihr senkrechte 
Gerade, welche die erzeugenden Geraden des abgewickelten Cylin- 
dermantels darstellen. ^3) Auf diesen Senkrechten hat man weiter 
die Theilstrecken der Erzeugenden abzutragen, welche zwischen 
der Curve k und der von der Ebene E ausgeschnittenen Curve l 
liegen. Diese Theilstrecken sind aber ihren verticalen Projec- 
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Fig. 37. 



tionen gleich, und diese letzteren sind die einerseits durch die 
Projectionsaxe x^ andererseits durch die Spurgerade e^ begrenz- 
ten Strecken der verticalen Geraden p. Wenn also bei der 
Abwickelung der Punkt D' in den Punkt 2)^' der Geraden 
Nà Nfjl fällt, so trägt man auf der durch den Punkt D^' ge- 
zogenen Senkrechten die Strecke D^ E" von D^' bis 2>^ ab ; 
dann ist D^ der Punkt, in welchen der Schnittpunkt D der 
Ebene E und der durch den Punkt D ' gehenden Erzeugenden 
des Cylinders bei der Abwickelung zu liegen kommt. Die 
Curve ?^, welche durch alle auf diese Weise bestimmten Punkte 
hindurchgeht, ist die abgewickelte Schnittcurve, welche gezeich- 
net werden sollte. 

64. Wenn man die Tangente im Punkte D' der Curve k 
verlängert , bis sie die erste Spurlinie e^ der Ebene E in dem 
Punkte T schneidet, und dann TD' auf der Linie N^j^ Nfl von 
Df^' bis Tfl abträgt, so ist offenbar die Gerade T'aida die Tan- 
gente an die Curve ^^ im Punkte D^. Denn bei der Abwicke- 
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lung des Cylindermantels ändern seine Elemente nicht ihre Nei- 
gung gegen die horizontale Ebene. 

65. Zweiter Fall. (Fig. 38 n. 39) Die Cylinder- 
fläche nnd die schneidende Ebene liegen in belie- 
biger Weise zn den beiden Projectionsebenen. 

Lösung, a' und a" seien die beiden Projectionen der Ge- 
raden a, welcher die Erzeugenden des Cylinders parallel sein 
sollen, k sei seine horizontale Spurlinie und e^ und e^ seien 
die beiden Spurlinien der schneidenden Ebene E. 

Man benutzt bei dieser Aufgabe eine Schaar von Ebenen, 
welche den Erzeugenden der Cylinderfläche parallel und senk- 
recht zu einer Projectionsebene , z. B. der horizontalen, sind. 
Jede dieser Htllfsebenen projicirt sich in eine Gerade h\ welche 
der Projection a' parallel ist, und schneidet den Cylinderman- 
tel in erzeugenden Geraden, welche die horizontale Projec- 
tionsebene in den Schnittpunkten B, C, . . , der Geraden 6' 
und der Curve k treffen. Projicirt man die Punkte B, C^ ... 
in die Punkte B'\ G'\ ... der Projectionsaxe a;, und zieht man 
durch die letzteren Parallelen zu a", so erhält man die ver- 
ticalen Projectionen 6", c", . . . der Schnittgeraden des Cy- 
Hndermantels und der benutzten Htüfsebene. 

[72] Die Hülfsebenen schneiden die Ebene E ebenfalls in 
parsdlelen geraden Linien, deren erste Spurpunkte auf der 
Spur e^ liegen. Um die verticalen Projectionen dieser Geraden, 
welche natürlich auch zu einander parallel sind, zu erhalten, 
bestimmt man die Richtung einer dieser Schnittgeraden , z. B. 
deijenigen, in welcher die durch a' gehende verticale Htüfs- 
ebene die Ebene E schneidet [und welche mit s bezeichnet 
werde]. Zu dem Zwecke verlängert man a ' bis zu dem Schnitt- 
punkte S^ mit der Spur e^ der Ebene E einerseits und bis zu 
dem Schnittpunkte S^ mit der Projectionsaxe x andererseits. 
Projicirt man dann >S^' in den Punkt S^ der zweiten Spur e,, 
so sind die beiden Punkte S^ und S^ die Spurpunkte der ge- 
suchten Schnittgeraden s. Wenn man noch S^^ in den Punkt S" 
der Axe x projicirt und die Gerade S" S^ zieht, so erhält man 
die verticale Projection s" der Schnittgeraden s. Projicirt man 
also alle Punkte D der Spurlinie e^, in welchen sie von den 
Projectionen der verticalen Hülfsebenen geschnitten wird, in die 
Punkte D" der Axe x und zieht durch alle Punkte D" Paral- 
lelen zu s'\ so erhält man die verticalen Projectionen von 
Schnittgeraden der Ebene E und den verticalen, einander paral- 
lelen Hülfsebenen. Dann bestimmt man die Schnittpunkte J"^ 
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Fig. 38. 

K'\ . . . jeder dieser Schnîttgeraden mît den zweiten Projec- 
tionen 6", c", . . . der durch Bj G, , , . gehenden Erzeugenden, 
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in welchen die zugehörige Hülfsebene den Cylindermantel schnei- 
det; diese Schnittpunkte «/", K% . . . liegen auf der verticalen 
Projection /" der gesuchten Schnittcurve h Projicirt man alle 
Punkte /", Ä"", . . . auf die Horizontalprojection h' der ent- 
sprechenden Hülfsebene, so erhält man die horizontalen Pro- 
jectionen /', Ä"', . . . derselben Punkte, und die durch sie gezo- 
gene Curve V ist die horizontale Projection der Schnittcurve /. 

66. Um in den Punkten K'^ K' die Tangenten an die 
Projectionen /', l" der Curve l zu erhalten, muss man beachten, 
dass diese Tangenten die Projectionen der Tangente in dem 
Punkte K an die Schnittcurve / sind. Da die letztere Tan- 
gente gleichzeitig in der Ebene E und in der Tangentialebene 
in dem Punkte K an den Cylindermantel liegt, so muss ihr 
erster Spurpunkt in den Schnittpunkt der ersten Spurgeraden 
beider Ebenen fallen. Die erste Spurgerade der Tangential- 
ebene ist aber die Tangente ^, welche in dem Punkte G an 
die Spurlinie k des Cylinders gezogen ist. Zieht man also 
diese Tangente t und verlängert sie bis zu ihrem Schnittpunkte 
T mit der Spur e^ der Ebene E, so berührt die Gerade TK' 
die horizontale Projection V der Schnittcurve / in dem Punkte 
K\ [78] Wenn man schliesslich den Punkt T in den Punkt T 
der Axe x projicirt und die Gerade T"K'^ zieht, so ist sie 
die Tangente im Punkte K" der verticalen Projection V der 
Schnittcurve l, 

67. Muss man auch die wahre Gestalt der Schnittcurve l 
ermitteln, so legt man die Ebene E um ihre Spurlinie e^ in die 
horizontale Projectionsebene um. Bei dieser Bewegung beschreibt 
jeder Punkt des Schnittes Z, z. B. der Punkt K^ dessen erste 
Projection in den Punkt K' fkllt, einen Kreisbogen, dessen Ebene 
senkrecht auf der Geraden e^ steht und sich in das von dem 
Punkte K' auf e^ gefällte Loth K' F projicirt; nach erfolgter üm- 
legung liegt der Punkt K in einem bestimmten Punkte Kq des 
Lothes K'F^ und es ist daher nur noch der senkrechte Abstand 
KF des Punktes K von der Spurgeraden e, zu bestimmen. Die 
horizontale Projection des Abstandes KF ist die Strecke K' F 
und die Höhe des Punktes K über der horizontalen Projections- 
ebene ist gleich Krj^K", Trägt man also dio. Länge K' F auf 
der Axe x von K^ bis Fj ab, so ist die Hypotenuse Fj K" 
gleich dem gesuchten Abstände, welchen man dann auf dem 
Loth K'F von F bis Kq abträgt. Der Punkt K^ ist ein Punkt 
der in die Horizontalebene niedergelegten Schnittcurve Z, und 
die Curve /^, welche alle auf die gleiche Weise bestimmten 
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Fig. 39. 

Punkte verbindet, stellt die Schnittcurve des Cylinders und 
der Ebene E in ihrer wahi'en Gestalt dar. 
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68. Um die Tangente in dem Punkte Kq an die Curve Iq 
zu constrniren, braucht man nur zu beachten, dass bei der 
Umlegung der Ebene E die Tangente im Punkte K an die Curve l 
stets durch den Punkt T der Umlegungsaxe geht. Man hat 
daher nur die Gerade TKq zu ziehen, um die verlangte Tan- 
gente zu erhalten. 

69. Zweite Aufgabe. (Fig. 40 u. 41) Es ist der Schnitt 
eines beliebig gestalteten Kegels mit einer gege- 
benen Ebene E zu construiren. 

Lösung. Wir nehmen an — was immer möglich ist — , 
dass die verticale Projectionsebene senkrecht auf der schnei- 
denden Ebene E steht. 

Es seien Ä\ A" die Projectionen der Spitze Ä des Kegels, 
k sei die Spurlinie des Kegelmantels in der ersten Projec- 
tionsebene, und «j die verticale Spurlinie der schneidenden 
Ebene E ; folglich ist die durch den Schnittpunkt Ej, von e^ 
mit der Axe x gezogene Verticale die horizontale Spurlinie e^ 
der Ebene E. Man benutzt zur Lösung der Aufgabe eine 
Schaar von Hülfsebenen, welche durch die Kegelspitze A senk- 
recht zur zweiten Projectionsebene gelegt sind; die verticale 
Projection einer solchen Ebene ist die gerade Linie Ä" B'\ 
welche durch die zweite Projection der Kegelspitze Ä geht, 
[74] und ihre horizontale Projection ist die senkrecht zur Axe x 
durch den Punkt B" gezogene Gerade B"B^ welche die Spur- 
linie des Kegelmantels in den Punkten B, G^ , , , schneidet. 
Diese Hülfsebene schneidet den Kegelmantel in den gerad- 
linigen Erzeugenden b, c, . . ., deren verticale Projectionen 
mit der Geraden Ä" B" zusammenfallen und deren horizontale 
Projectionen 6', c', . . . die Verbindungslinien der Punkte B, 
(7, . . . mit Ä' sind. Diese Hülfsebene schneidet auch die 
Ebene E in einer geraden Linie, welche zur verticalen Projec- 
tionsebene senkrecht ist. Die verticale Projection dieser Ge- 
raden ist der Schnittpunkt J" der Spuren e, und A" B'\ wäh- 
rend man die horizontale Projection erhält, wenn man von 
dem Punkte J" ein Loth auf die Axe x fällt und dasselbe 
über die Axe x hinaus verlängert. Dieses Loth schneidet die 
ersten Projectionen BA\ CA\ . . . der in derselben Hülfs- 
ebene liegenden Mantellinien in den Punkten J', K', . . ., 
welche die horizontalen Projectionen von ebenso vielen Punkten 
des gesuchten Schnittes l üefem. Verfährt man in gleicher 
Weise für die übrigen Hülfsebenen, und verbindet alle auf 
diese Weise gefundenen Punkte /' , K', ... mit einander durch 
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die Curve /', so ist diese die horizontale Projection des ge- 
suchten Schnittes l 




Fig. 40. 



70. Um die Tangente in dem willkürlich gewählten Punkte 
/' an die Curve /' zu ziehen, braucht man nur den ersten Spur- 
punkt der in dem Punkte / an die Schnittcurve l gezogenen 
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Tangente zu finden, welcher auf der Spur e, der Ebene E 
liegen mnss. Dieser Spurpunkt muss aber auch iauf der ersten 
Spur der Ebene liegen, welche den Kegelmantel längs der 
Erzeugenden ^/ — mit der horizontalen Projection A* J' — 
berührt. Die Gerade A' J' schneidet , die Curvo A; in dem 
Punkte B und die in diesem Punkte an die Curve h gezogene 
Tangente t ist die erste Spurlinie der Tangentialebene. Der 
Punkt T, in welchem sich die beiden Spiurgeraden e^ und t 
schneiden, liegt mithin auch auf der dur<^h den Punkt /' ge- 
henden Tangente der Curve l\ 

71. Wenn noch di« wahre Gestalt des Schnittes Z ermittelt 
werden soll, so kann man entweder die Ebene E um ihre 
erste Spur e^ in die erste oder um ihre zweite Spur e, in di^ 
zweite Projectionstafel umlegen und in der umgelegten Ebene 
die Schnittcurve construiren. Wir wollen hier den zweiten 
Weg einschlagen. Alle horizontalen Geraden, in denen die 
Ebene E von den durch die Spitze des Kegels senkrecht zu 
der verticalen Projectionsebene gelegten Htllfsebenen ge- 
schnitten wird, bleiben bei dieser ümlegung stets senkrecht 
zu der Spur e^ und ändern ihre Längen nicht. [75] Zieht man 
also durch alle Punkte J" der Spur e^ Senkrechte zu ihr und 
ti'ägt auf diesen die entsprechenden horizontalen Strecken J^^ f 
JxK\ ... von J" bis /q, K^^ ... ab, so gehören die Punkte 
e/^, Kq^ . . . der Schnittcurve an, und die Curve Z^, welche 
durch alle so erhaltenen Punkte hindurchgelegt ist , giebt die 
Schnittcurve des Kegelmantels mit der Ebene E in ihrer wahren 
Gestalt. 

72. Um an die Curve Iq in dem beliebig gewählten Punkte 
J^ die Tangente zu construiren, verfähit man, wie aus dem 
Vorhergesagten sich unmittelbar ergiebt, folgendermaassen: Man 
fällt von dem Punkte Jq das Loth J^,J" auf die zweite Spur- 
linie e, der Ebene E, verbindet dann die Punkte J" und A" 
durch eine Gerade, welche man bis zu ihrem Schnittpunkte B" 
mit der Axe x verlängert, und projicirt den letzteren Punkt noch 
in den Punkt B der Curve k\ darauf zieht man an die Curve k 
im Punkte B die Tangente, welche die Spurlinie e^ in dem 
Punkte T schneidet, und trägt die Strecke Ej, T auf der im 
Punkte E^ zu der Spur e, gezogenen Senkrechten von Ej^ bis 
Tq ab. Die Gerade T^J^ ist dann die gesuchte Tangente an 
die Cui've l^. 

Die Construction der Abwickelung eines Kegels mit belie- 
biger Basis und der von der Ebene E ausgeschnittenen Curve l 

7* 
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werden wir sofort auseinandersetzen, nachdem wir den Schnitt 
einer Kegelâftche mit einer Engel, deren lüttelpnnkt in der Spitze 
des Kegels liegt, bestimmt haben [vgl. Art. 81, S. 111 — 113]. 

73. Dritte Angabe. (Fig. 41 u.42) Man soll den Schnitt 
zweier Kreiskegel, deren Axen einander parallel 
sind, constrniren. 

Xiösnng. Wir wiederholen hier über die Fignren 41 und 42 
nichts von dem, was wir bereits früher bei der Darlegung 
der allgemeinen Methode, bei welcher wir die gleiche Figur 
(Nr. 34] als typisch benutzt hatten. Wir bemerken nur, dass 
in dem vorliegenden Falle genau so wie in jedem, in wel- 
chem es sich um zwei beliebige Umdrehungsflächen [mit ver- 
ticalen Axen] handelt, die von einer Schaar horizontaler Hülfs- 
ebenen auf den Flächen ausgeschnittenen Curven Kreise sind. 
Jetzt wollen wir nur bezüglich der Tangentenconstruction noch 
auf einige Einzelheiten eingehen, von denen zu sprechen wir 
früher nicht Gelegenheit hatten. 

74. Um an die horizontale Pixyection V des Schnittes / 
beider Kegelmäntel in dem Punkte K' die Tangente zu con- 
strniren, erinnera wir uns wieder daran, dass diese Tangente die 
Projection der Tangente in dem Punkte K des Schnittes l selbst 
ist, und dass es also, um die Construction der ersteren Tan^ 
gente ausfahren zu können, genügt, den horizontalen Spur- 
punkt T der letzteren Tangente zu bestimmen. [76] Nun liegt 
aber die Tangente in dem Punkte K des Schnittes l in den 
beiden Tangentialebenen, welche die beiden Kegelmäntel in 
diesem Punkte berühren. Construirt man also die horizontalen 
Spurlinien t und v dieser beiden Ebenen, so ist ihr Schnitt- 
punkt der Spurpunkt T, Die Tangentialebene an den ersten 
Kegel berührt diesen längs der durch den Punkt K gehenden 
geradlinigen Erzeugenden, deren horizontale Projection man 
findet, wenn man die Gerade Ä'K' zieht und sie bis zu dem 
Schnittpunkte C mit der horizontalen Spurlinie i des Kegels 
verlängert. Der Punkt C liegt auf der Geraden, längs deren 
die Tangentialebene den Kegel berührt, und mithin ist die 
horizontale Spur t dieser Ebene die in dem Punkte C an den 
Kreis i gezogene Tangente. In gleicher Weise verfahrt man 
in Bezug auf den zweiten Kegel. Man verlängert die Ge- 
rade B' K' bis zu ihrem Schnittpunkte D mit dem Kreise/.: 
und zieht in diesem Punkte die Tangente v an den Kreis, 
welche dann die horizontale Spur der Tangentialebene in dem 
Punkte K an den zweiten Kegel ist. Zieht man dann durch 
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den Schnittpunkt T der beiden Tangenten t und v die Ge- 
rade TK\ 80 ist sie die gesuchte Tangente an die Curve /'. 




Fig. 41. 

Um die Tangente in dem entsprechenden Punkte K" der 
verticalen Projection l" der Schnittcurve l zu erhalten, braucht 
man offenbar nur den Punkt T in den Punkt T" auf der Axe x 
zu projiciren und T" mit K" durch eine Gerade zu verbinden, 
welche die gesuchte Tangente ist. 
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75. Es kann unter Umständen uöthig werden, anf der 
Abwickelung eines der beiden Kegel, oder sogar anf denen 
beider Kegel ihre ebenfalls abgewickelte Schnittcurve einzu- 
zeichnen, z. B. wenn man ein Modell für die Durchdringung 
beider Kegel aus biegsamen Stoffen, z. B. aus Metallblechen, 
herstellen will. In solchen Fällen wendet man für jeden der 
beiden Kegel das Verfahren an, welches wir jetzt för den 
ersten auseinandersetzen. 

Zunächst ist zu beachten, dass bei der Abwickelung eines 
Kegelmantels die auf ihm liegenden Geraden weder ihre Ge- 
stalt, noch ihre Länge ändern, weil allmählich jede dieser 
Geraden als Scharnier, um welches die Fläche bei ihrer Ab- 
wickelung in die Ebene gedreht wird, dient; es bleiben also 
alle Punkte des Kegelmantels stets in derselben Entfernung 
von der Spitze. Ist femer der Kegel, wie in dem vorliegenden 
Falle, ein gerader Kreiskegel, so haben alle Punkte des hori- 
zontalen Grundkreises i den gleichen Abstand von der Kegel- 
spitze; sie müssen also in der Abwickelung auch in gleicher 
Entfernung von der Spitze und folglich [77] auf einem Kreis- 
bogen liegen, dessen Radius gleich der constanten Entfernung 
der Spitze von den Punkten des Grundkreises i ist. Nachdem 
man also den Punkt A^, in welchen bei der Abwickelung des 
Kegels seine Spitze A zu liegen kommen soll , willkürlich an- 
genommen hat, beschreibt man um diesen Punkt als Mittel- 
punkt mit dem Radius A"F" einen Kreisbogen i^, in welchen 
der Grundkreis i sich abwickelt. Trägt man dann ausgehend 
von dem Punkte F des Grundkreises , bei welchem man mit 
der Abwickelung beginnen will, den Kreisbogen FC auf dem 
soeben construirten Kreise t^ von dem willkürlich gewählten 
Punkte Ffj^ desselben ab, so erhält man die Lage C^ des 
Punktes G nach geschehener Abwickelung; die Gerade, welche 
die Punkte C^ und -4^. verbindet, giebt die Lage an, in welche 
die Erzeugende ^ (7 des Kegels dabei gekommen ist, und auf 
dieser Geraden muss auch der Punkt ÜT^ liegen, welcher dem 
Punkte K des Schnittes l beider Flächen entspricht. Um K^ 
zu finden, muss man den Abstand des Punktes K von der 
Spitze des Kegels bestimmen und diesen dann auf der Ge- 
raden Afi Gfi von -iß aus abtragen. Dazu zieht man durch den 
Punkt K" der verticalen Projection eine horizontale Gerade, 
bis sie die Seitenlinie ^"JP" in dem Punkte G" trifft; dann 
ist A" G" der gesuchte Abstand. Verfährt man in gleicher 
Weise, wie für den Punkt K^ für alle anderen Punkte der 
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SchnittcuiTe 2, nnd verbindet man dann alle so erhaltenen 
Punkte in der Abwickelung des Kegelmantels durch die Curre l^, 
so ist diese die zugleich mit der ersten Kugelfläche abge- 
wickelte Schnittcurve l beider Kegel. 




Fig. 42. 

In gleicher Weise verfährt man, um die mit der zweiten 
Kegelfläche abgewickelte Schnittcurve zu erhalten. 
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76. Vierte Aufgabe. (Fig. 48) Es soll der Schnitt 
zweier Kegel mit beliebigen Grundflächen construirt 
werden. 




a_x 



Fig. 43. 
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Lösangr. Es seiend', A" und B\ B" die Projectionen 
der Spitzen A und B beider Kegel, i und k ihre Spurlinien 
in der ersten Projeetionsebene. 

Durch die beiden Spitzen A^ B zieht man eine Gerade ^, 
deren Projectionen mithin die geraden Linien A' B\ A"B" 
sind und deren ersten Spurpunkt G^ man nach dem früher 
angegebenen Verfahren leicht eonstruiren kann. Durch diese 
Gerade AB legt man dann eine Schaar von Hûlfsebenen TT, 
Tv^elche jeden der beiden Kegel in einer Anzahl gerader Li- 
nien sehneiden. Die in einer solchen Htllfsebene TT liegenden 
Geraden bestimmen durch ihre Schnittpunkte — wobei von 
den beiden Spitzen natürlich abgesehen wird — ebenso viele 
Punkte der Schnittcurve l beider Kegelmäntel. Die horizon- 
talen Spurlinien dieser Hülfsebenen TT müssen nothwendiger 
Weise [78] durch den Punkt O^ gehen^ und da die Lage 
dieser Ebenen im Übrigen willkürlich ist, so kann man ihre 
ersten Spurlinien willkürlich annehmen, indem man durch den 
Punkt G^ so viele gerade Linien^ zieht, als man für nöthig 
findet ; für jede dieser Linien ^, bez. die entsprechende Hülfs- 
ebene TT hat man dann die Construction durchzuführen, welche 
wir für eine derselben jetzt beschreiben wollen. 

Die erste Spurlinie p einer solchen Hülfsebene TT schneidet 
die horizontale SpurHnie i des ersten Kegels in den Punkten 
C, Dj , , .y welche zugleich die ersten Spurpunkte der Mantel- 
linien sind, in welchen diese Fläche von der benutzten Hülfs- 
ebene geschnitten wird. Es sind mithin J.'C, A' D, . . . die 
horizontalen Projectionen dieser Geraden, und man erhält ihre 
verticalen Projectionen dadurch, dass man die Punkte C, D, . . . 
in die Punkte C'\ D'\ ... der Projectionsaxe x projicirt und 
die Geraden Ä"C'\ A"D'\ ... zieht. Auch die Spurlinie k 
der zweiten Kegelfläche schneidet die Gerade |? in gewissen 
Punkten JS?, i^, . . ., deren Verbindungsgeraden mit dem Punkte 
B' die ersten Projectionen B'E, B' F^ . . . der Schnittgeraden 
dieser zweiten Fläche mit derselben Hülfsebene TT sind; die 
verticalen Projectionen dieser Geraden erhält man, indem man 
die Punkte jE7, J^, . . . in die Punkte E", F'\ ... der Axe x 
projicirt und die letzteren mit dem Punkte B" verbindet. 

Da alle diese Geraden AG^ AD, ... des ersten Kegels 
und BEj BFy . . . des zweiten Kegels in derselben Ebene 
liegen, so sind die Schnittpunkte -ff ', /', K% L', ... ihrer 
horizontalen Projectionen A^ B, A' G, , , . mit B'E, B'F, . . . 
die horizontalen Projectionen von ebenso vielen Punkten der 
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Schnittcurve l beider Kegel. Verfährt man in gleicher Weise 
allmählich für alle anderen Geraden |?, welche dnrch G^ ge- 
zogen sind; so erhält man eine Reihe derartiger Sclmittpniikte, 
wie H\ J\ K\ L\ , . , . Verbindet man dann alle Pnnkte H^ 
durch einen Curvenzweig, alle Punkte J' durch einen zweiten^ 
alle Punkte K' durch einen dritten und so fort, so bildet die 
Gesammtheit dieser Curven die horizontale Projection Î' des 
gesuchten Schnittes l beider Kegel. 

In gleicher Weise erhält man fttr die Hfüfsebene, deren 
erste Spur die Gerade p ist, in der verticalen Ebene eine ge- 
wisse Anzahl von Geraden ^"(7", A"D'\ . . ., B"E\ B"F\ 
. . . , deren Schnittpunkte /", H"^ K", V\ ... die verticalen 
Projectionen von ebenso vielen Punkten des gesuchten Schnit- 
tes sind. 

Es ist nicht nöthig, beide Projectionen des Schnittes l unab- 
hängig von einander zu construiren ; man kann vielmehr, nach- 
dem für einen Punkt des Schnittes eine seiner Projectionen 
gefunden ist, seine andere dadurch erhalten, dass man ihn 
senkrecht zur Axe x auf die andere Projection einer der Mantel- 
linien, auf welchen er liegt, projicirt. Dieser Umstand giebt 
uns zugleich ein Mittel, um die früheren Constructionen auf ihre 
Richtigkeit und Genauigkeit hin prüfen, bez. unter Umständen 
Schnittpunkte von Geraden, welche sich unter sehr spitzen 
Winkeln schneiden, vermeiden zu können. 

[79] 77. Um die Tangenten an die horizontale Projection V 
des Schnittes, z. B. die Tangente, welche sie in dem Punkte V 
berührt, zu erhalten, muss man den horizontalen Spurpunkt T 
der in dem Punkte h an den Schnitt l selbst gezogenen Tan- 
gente construiren. Diese Tangente ist aber die Schnittgerade 
der beiden Tangentialebenen, welche die Kegelflächen in dem 
Punkte L berühren , und daher fällt ihr erster Spurpunkt in 
den Schnittpunkt der horizontalen Spurlinien ^, v dieser beiden 
Tangentialebenen. Nun ist A! BL' die Projection der Ge- 
raden , in welcher die Tangentialebene im Punkte h den er- 
sten Kegel berührt, und folglich ist die im Punkte B an die 
Curve i gezogene Tangente t die horizontale Spur dieser Tan- 
gentialebene. Die Qerade -B'-FL' ist die Projection der Be- 
rührungsgeraden der Tangentialebene an den zweiten Kegel, 
und folglich ist die im Punkte F an die Curve h gezogene 
Tangente v die horizontale Spur der zweiten Tangentialebene. 
Zieht man dann durch den Schnittpunkt T der Tangenten \ 
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und V die Gerade TL\ so ist sie die gesuchte Tangente an 
äie horizontale Projection V des Schnittes l 

Stellt man dieselbe Betrachtung für die anderen Punkte 
H', J\ K\ ... an, so findet man,, dass 1) die Tangente in 
J' durch den Schnittpunkt der Tangenten in den Punkten D 
und Ej 2) die Tangente in K' durch den Schnittpunkt der 
Tangenten in den Punkten C und F, 3) die Tangente in H' 
durch den Schnittpunkt der Tangenten in den Punkten C und 
JE gehen muss. 

Die Tangenten an die yerlicale Projection l" zu bestimmen, 
bietet keine Schwierigkeiten mehr, wenn die entsprechenden 
Tangenten der horizontalen Projection V construirt sind. Denn 
nachdem man die horizontalen Spurpunkte der Tangenten an 
die Schnittcurve l gefunden hat, erhält man Punkte, durch 
welche die gesuchten Tangenten gehen müssen, indem man 
jene Spurpunkte auf die Axe x projicirt. 

78. Fünfte Aufgabe. (Fig. 44 u. 45) Man soll den 
Schnitt eines Kegels mit beliebiger Basis und einer 
Kugel construiren. 

Lösung. (Fig. 44) Es seien A\ A" die Projectionen des 
beiden Flächen gemeinsamen Mittelpunktes; femer sei die 
Curve k die gegebene horizontale Spur des Kegels, A"D" der 
Kugelradius und der Kreis i" die verticale Projection der 
Kugel. Durch den beiden Flächen gemeinsamen Mittelpunkt A 
denkt man sich eine Schaar von Hülfsebenen hindurchgelegt, 
welche man noch senkrecht [80] zu einer der beiden Projec- 
tionsebenen wählen kann. In den Figuren 44 u. 45 sind 
diese Ebenen senkrecht zur ersten Projectionsebene angenom^ 
men. Jede dieser Hülfsebenen schneidet den Kegel in einer 
Anzahl von Geraden und die Kugel in einem grössten Kreise; 
in jeder dieser Ebenen liefern die Schnittpunkte der Geraden 
und des Kreises Punkte der gesuchten Schnittcurve Z. Man 
zieht also durch den Punkte' beliebig viele Gerade, welche 
die horizontalen Projectionen von ebenso vielen verticalen Hülfs- 
ebenen und zugleich von ihren Schnittlinien mit den beiden 
gegebenen Flächen sind. Jede dieser Geraden, z. B. BA'C^ 
schneidet die horizontale Spur k des Kegels in den Punkten 
B, C, . . ., welche zugleich die ersten Spurpunkte der von 
der zugehörigen Hülfsebene ausgeschnittenen Mantellinien des 
Kegels sind. Projicirt man diese Punkte in die Punkte B'\ 
G'\ . .'. der Axe x und zieht die Geraden A"B'\ A" C" . . .' 
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00 sind diese die vertioalen Projeetiojien derselben Mantelliiüen. 
Jetzt handelt es sieh noeh daram, die Punkte zn finden , in 




Fig. 44. 



welchen diese Mantellinien von dem in derselben Hflllsebene 
gelegenen grössten Kngelkreise geschnitten werden. 

Zu diesem Zwecke zieht man zunächst durch den Punkt A' 
eine Parallele zur Axe x. Dann dreht man die durch BC ge- 
hende verticale Hülfsebene um die in dem Punkte A* emch- 
tete Senkrechte A'Azu der verticalen Projectionsebene parallel, 
wobei alle von dieser Ebene auf den beiden gegebenen Flä- 
chen erzeugten Schnitte mit gedreht werden sollen. Dabei 
beschreiben die Punkte J9, C, . . . die Kreisbogen BB^, GCqj 
. . . mit dem gemeinsamen Mittelpunkte A' und kommen 
schliesslich in die Schnittpunkte dieser Kreisbogen mit der 
durch den Punkte' zu der Axe x gezogenen Parallelen zu 
liegen. Projicirt man die Punkte -B^, C^, ... in die Punkte 
^o"i ^o'i • • • ^®r ^xe X, so sind die Geraden A"Bq\'A"CÔ\ 
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... die verticalen Projectionen der Geraden , in weldien die 
betrachtete Htllfsebene den Kegel schneidet, in der Lage, 
welche sie nach ansgeflthrter Paralleldrehnng angenommen 
haben. Der von derselben Hulfsebene ausgeschnittene grösste 
Kngelkreis hat nach ansgeführter Paralleldrehnng den Kreis i" 
als verticale Projection. Folglich sind die Schnittpunkte Hq\ 
J^\ . . . dieses Kreises mit den Geraden ä"Bq\ A" Gq\ . . . 
die Projectionen von Punkten der gesuchten Schnittcurve, be- 
trachtet in der neuen Lage der schneidenden Ebene. 

Nachdem man auf diese Weise die Projectionen der er- 
wähnten Punkte in ihrer neuen Lage gefunden hat, muss man 
die betrachtete verticale Htllfsebene wieder in ihre ursprüngliche 
Lage zurückdrehen. Bei dieser Rückwärtsdrehung beschreiben 
alle Punkte der Ebene und folglich auch die in ihr liegenden 
Punkte fi, /, ... der Schnittcurve [81] horizontal gelegene 
Kreisbogen, deren Mittelpunkte auf der verticalen Geraden A' A 
liegen und deren verticale Projectionen horizontale Gerade 
sind. Zieht man also durch die Punkte B.^\ Jq\ . . . hori- 
zontale Gerade, so liegen auf ihnen die verticalen Projectionen 
Il'\ J'\ . . . der Schnittpunkte fi, J, . . . in ihrer natürlichen 
Lage. Diese Projectionen müssen aber auch auf den entspre- 
chenden Geraden A"B"y A"C'\ . . . liegen und sind daher 
ihre Schnittpunkte mit den eben gezogenen horizontalen Ge- 
raden. Auf diese Weise verfährt man auch für die übrigen 
Hülfsebenen und erhält dann in der Curve T', welche alle so 
erhaltenen zweiten Projectionen von Schnittpunkten verbindet, 
die verticale Projection der gesuchten Schnittcurve l 

Projicirt man die Punkte fi^", J", ... in die Punkte H', 
J\ ... der horizontalen Projection* BO der Hülfsebene, so 
erhält man die horizontalen Projectionen derselben Punkte IZ, 
J, . . . der Schnittcurve Z, und die Curve, welche man durch 
alle, für jede Lage der Geraden Bö consti'uirten Punkte H', 
J', ... ziehen kann, ist die horizontale Projection V der 
Schnittcurve L 

79. Um die Tangente in dem Punkte J' an die horizon- 
tale Projection l' ziehen zu können, muss man den horizon- 
talen Spurpunkt T der Tangente in dem Punkte / des Schnittes l 
construiren. Dieser Spurpunkt muss in den Schnittpunkt der 
horizontalen Spurlinien der in dem Punkte J an die beiden 
Flächen gelegten Tangentialebenen fallen. Nun ist aber offen- 
bar die in dem Punkte C an die Curve k gezogene Tangente t 
die erste Spurlinie der Tangentialebene an den Kegel. Um 
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die erste Spur der Tangentialebene an die Kngel zu erhalten, 
wendet man das für die ümdrehungsflächen gegebene Verfahren 
an [siehe Art. 30, Seite 42 — 45]; man zieht also in dem Punkte 




Fig. 45. 

Jq die Tangente an den Kreis i'\ verlängert sie bis zu ihrem 
Schnittpunkte Vq mit der Axe a?, trägt dann Aj. Vq auf der 
Geraden BG von ^' bis F ab und zieht dann durch den 
Punkt V die Gerade v senkrecht zu B C. Die beiden Spur- 
linien t und V schneiden sich in dem Punkte T, durch welchen 
man die Gerade TJ' ziehen muss, um die gesuchte Tangente 
zu erhalten. 

Die Tangente im Punkte J" der verticalen Projection l" 
findet man, indem man den Punkt T in den Punkt T" der 
Axe X projicirt und dann die Gerade T"J" zieht, welche die 
verlangte Tangente ist. 

80. Wenn die Kugel und der Kegel nicht concentriach 
sind, so muss man die Mittelpunkte der beiden Flächen durch 
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eine gerade Linie verbinden und die durch sie hindurxîhgehenden 
Ebenen [82] als die schneidenden Htilfsebenen benutzen. Jede 
dieser Hülfsebenen schneidet den Kegelmantel in geraden Li- 
nien und die Kugel in einem grössten Kreise, wie in dem 
zuerst betrachteten Falle concentrischer Flächen, und man 
erhält ebenfalls eine einfache Construction. In diesem allge- 
meineren Falle ist es am vortheilhaftesten, die verticale Pro- 
jectionsebene parallel zu der Verbindungsgeraden der Flächen- 
mittelpunkte zu wählen, damit bei der Drehung, welche für 
jede Htilfsebene auszuführen ist, um sie der verticalen Pro- 
jectionsebenë parallel werden zu lassen, die beiden Flächen- 
mittelpunkte ihre Lage unverändert beibehalten, und also auch 
ihre Projectionen unverändert bleiben; hierdurch werden die 
Constructionen wesentlich vereinfacht. 

81. Sechste Aufgabe. (Fig. 45—47) Man soll eine Ke- 
gelfläche mit beliebiger Basis nebst einer auf ihr lie- 
genden Schnittcurve, deren beide Projectionen ge- 
geben sind, abwickeln. 

Lösung. Man denkt sich um die Spitze Ä des Kegels als 
Mittelpunkt eine Kugel von beliebigem Radius beschrieben und 
construirt nach dem für die vorige Aufgabe gegebenen Ver- 
fahren die Projectionen der Schnittcurve beider Flächen. Da 
nun alle Punkte der sphärischen Schnittcurve die gleiche Ent- 
fernung von der Kegelspitze A haben, so müssen sie auch auf 
dem abgewickelten Kegelmantel in gleicher Entfeniung von. der 
Spitze und also auf einem um dieselbe als Mittelpunkt beschrie- 
benen Kreishogen liegen, dessen Radius gleich demjenigen der 
Kugel ist. Wenn also A^ (Fig. 46) der Punkt ist, in welchen 
bei der Abwickelung die Kegelspitze zu liegen kommt, so be- 
schreibt man um diesen Punkt mit einem Radius gleich A" D" 
(Fig. 45) einen Kreisbogen Z^, auf welchen sich dann die Punkte 
des sphärischen Kegelschnitts abwickeln, sodass die Theilstücke 
dieses Kreisbogens bezüglich gleich den entsprechenden Theilen 
des sphärischen Kegelschnittes selbst sind. Nachdem man 
noch auf dem sphärischen Kegelschnitte l einen Punkt, z. B. 
den Punkt K, dessen Projectionen K', K" sind, und auf sei- 
ner Abwickelung /^ den Punkt K^^ als den ihm entsprechenden 
angenommen hat, handelt es sich noch darum, die Längen der 
verschiedenen Bogen des Kegelschnittes auf seiner Abwicke- 
lung /ß von dem Punkte UT^ aus abzutragen. Weil nun die 
sphärische Curve eine solche doppelter Krümmung ist, musä 
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man sie allmählieh ihrer beiden Krümmungen berauben, ohne 
ihre Länge dabei zu verändern, was auf folgende Weise m5g- 
lieh ist. 




Fig. 46. 

[88] Da die sphärische Curve / sich in die Curve V der 
ersten Projectionsebene projicirt, so kann man annehmen, dass 
sie auf der Oberfläche eines verticalen Cylinders liegt, dessen 
horizontale Spurlinie die Curve V ist. Diesen Cylinder uhd 
die auf ihm liegende Curve l wickelt man dann nach dem 




früher angegebenen Verfahren [Art. 63, S. 92] in die Ebene 
ab, indem man den Bogen K' J' (Fig. 45) in die gerade Linie 
KilJfj* (Fig. 47) abwickelt und die verticale Strecke Jx^"^^) s^i^k" 
recht zu K^ K^ von J^ bis J^ abträgt. Die Curve Z^, welche 
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durch alle so erhaltenen Punkte J^ hindurchgeht , ist der ab- 
gewickelte sphärische Kegelschnitt , nachdem man ihn seiner 
horizontalen Krümmung beraubt hat, ohne jedoch dabei seine 
Bogenlänge geändert zu haben. 

Nun wickelt man noch die Curve If, auf den Kreis l^ (Fig. 46) 
ab, indem man z. B. die Bogenlänge Ä^ «7^, der Curve Z^ auf dem 
Kreise l^ von Z^ bis J^, abträgt und dadurch den Punkt /^ 
erhält, in welchen bei der Abwickelung des Kegelmantels in 
die Ebene der Punkt J, dessen Projectionen /', /" (Fig. 45) 
sind, fällt. Zieht man dann die Gerade A^^J^^, so findet man 
auf dem abgewickelten Kegelmantel die geradlinige Erzeugende, 
deren horizontale Projection ^' C (Fig. 45) ist. Soll nun ein 
Punkt dieser Geraden, z. B. der Punkt C auf der abgewickelten 
Fläche verzeichnet werden, so braucht man nur den Abstand 
dieses Punktes von der Spitze A des Kegels zu messen und 
auf Af^Jfi von A^^ aus bis C^ abzutragen; dann ist Cy, der 
Punkt, in welchen der Punkt G bei der Abwickelung des 
Kegelmantels zu liegen kommt. 

82. Siebente Aufgabe. (Fig. 48) Es ist der Schnitt 
zweier beliebigen Cylinder zu construiren. 

Lösung. Wenn man bei einer Untersuchung, welche zu 
der vorliegenden Aufgabe geführt hat, keine anderen Schnitt- 
curven als die der beiden Cylindermäntel zu betrachten hat, 
und besonders wenn diese- Flächen kreisförmige Grundflächen 
haben, so wählt man die Projectionsebenen vortheilhaft so, 
dass eine derselben parallel zu den geradlinigen Erzeugenden 
beider Cylinderflächen ist; dadurch wird es möglich, den ver- 
langten Schnitt zu construiren, ohne andere Curven als die 
gegebenen zu benutzen. Muss man aber gleichzeitig noch die 
Schnitte der Cylinder mit anderen Flächen betrachten, so 
bietet es keinen Vortheil dar, fttr die Construction des Schnittes 
beider Cylinder eine besondere Wahl der Projectionsebenen zu 
treffen; es ist vielmehr einfacher, für die Construction aller 
Schnitte dieselben Projectionsebenen zu benutzen. 

[84] Wir nehmen deshalb bei der Lösung der vorliegenden 
Au%abe an, dass die erzeugenden Geraden beider Flächen 
eine ganz beliebige Lage zu den beiden Projectionsebenen 
haben. 

Es seien *, k die gegebenen horizontalen Spurcurven der 
beiden Cylinder; a\ a" und b'j h" die Projectionen der beiden 
Geraden a und h^ welchen die Erzeugenden des ersten und 

OstwaId*B ElaBsiker. 117. 8 

Digitized by VjOOQIC 



114 Gaspard Monge. 

zweiten Gylinders parallel sein sollen. Man nimmt dann zur 




Fig. 48. 

Lösung eine Schaar von Ebenen TT zu Hülfe, welche den Er- 
zeugenden beider Flächen, also den Geraden a und h parallel 
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sind. Diese Hülfsebenen schneiden die beiden Flächen in ge- 
raden Linien, von denen sich die auf dem ersten Cylinder 
liegenden mit den auf dem zweiten Cylinder liegenden in 
Punkten der gesuchten Schnittcurve l schneiden. 

Nachdem man nach der in dem Art. 31 (1) [8. 46 — 47rt 
gegebenen Verfahren die horizontale Spurlinie A^ G^ der durch 
die Gerade a parallel zu der Geraden h gelegten Ebene con- 
struirt hat, zieht man parallel zu ^^ O^ so viele Geradej^M& 
man für nöthig findet, und betrachtet sie als horizontale ot^^ 
linien von ebenso vielen Hülfsebenen. Eine solche Pa^fieléy 
z. B. ^, schneidet die Spur i des ersten Cylinders in g^èsetf 
Punkten Cj D^ , , , und die Spur k des zweiten Cylin^â^iï 
gewissen anderen Punkten E, Fy . . ., durch welche '^^öert{ (K^ 
Parallelen c', d', . . ., e', /*',... bez. zu den er^téà'^^fméf^ 
tionen a',^' zieht. Die Schnittpunkte H', J\ K^^i ^V- - 
der Geraden c', d' ... mit den Geraden e', /*', .>^1 i^Pn'ft^éf 
horizontalen Projectionen von ebenso vielen Punktet âëf*%é^nî^ 
curve l beider Cylinder. Verfährt man in gleicié^^WëiSe^^^to 
die anderen Hülfsebenen, d. h. also für andere^ ®alfäHe&enf^^ 
A^Q^, so findet man die horizontalen Projectténëa^^êifeifo 
Punkte der Schnittcurve l Die Curve T, w^^hié>^auAJfi*>^îb!îéf 
Ô0 erhaltenen Punkte fi^', /', K', L\ , . . ^ääÄtfr«hgfehl>^/%* 
dann die horizontale Projection der gesuchfen^'Ööhäifeeui^^fi^^ 

Um die verticale Projection l" derselbei (Séwéh^ eïfiMtëh^ 
projieirt man die Punkte C, Z>, . . ., E\^)B^mk )94à*>JCBd^fent- 
sprechenden Punkte C'\ D", . . ., E", W,op,,,ib'éèj^^sM»'iëTmi 
zieht durch diese Punkte die Parallelen ^^,^9(1^, ^o/vri^^pff^iQ .ly 
bez. zu den Projectionen a", b", Die^'^ehriltl^teilöti^vffi^^^ 
K'\ L% ... der Parallelen c", d"^ P^ijoBtili-ttearpitriûldièh e^ 
/■", . . . sind die verticalen Projectiooeriiide^^tettflfcfeöiff, ^^ ^ 
I/, . . . des Schnittes l Bestimmt iMiftill in •^leMëkWéîteopi'^ 
verticalen Projectionen der ttbrigeunPuniktei ^"^ÄtfllöittfalfiitffiB 
verbindet man dann alle durch »idid ^Cto^l^^'/^lscit^lst'^äie^ dtöf 
verticale Projection des Schnittei lMn\'\ mh iWu\h tnh noilo'^t 

Will man an die Curven T, l" in den^'^iusäniÄetf^h^rffe^ 
Punkten I/', L" die Taugenteibmehèi^j 'âoi^èoa^mfrtiinaWdie 
horizontalen Spurgeraden ^, '«f{ider^iî5I'iâagé«tiâIéKOAeil)fiuwélfeh^ 
in dem Punkt L den ersten^, >1}eiii:iz^èiteil>I(^ndAi)i4ïferoMreri^î 
Die von dem Punkte L' naoh: decm^SîBiiMt^HiiiW.HiPoflLeiiiBiQidAii) 
Spuren t und v ge^sogene Gwàdfi4Bfi}(.MrtI£ë^^FtolgeIBle/.(:^filialll^ 
in dem Punkte L' die ÇMtè idlbeaiBiAmî Filojlo*rt,iiöeaj**aiilii 
den Punkt T in den Pœfct iEV diec^Aade f^'^3^z\Mi^^lï^L^î)su^ 
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ist dièse Gerade die Tangente, welche die vertieale Projeo- 
üon l" in dem Ponkte L" berührt. 

83. Achte Aufgabe. (Fig. 49) Es ist der Schnitt 
zweier Umdrehungsflächen, deren Axen in einer 
Ebene liegen, zu construiren. 

Lösung. Man wählt die Projectionsebenen so, dass eine 
derselben zu der Axe einer der Umdrehungsflächen senk- 
recht und die andere beiden Axen parallel ist. Es sei dann 
Ä' die horizontale Projection d^ Axe a der ersten Fläche, 
a" ihre vertieale Projection und i" die Erzeugende der ersten 
Fläche. Dann muss die durch A' gezogene Parallele zur Axe x 
die horizontale Projection V der Axe h der zweiten Umdre- 
hungsfläche sein; die vertieale Projection dieser Axe sei 6", 
so dass also Ä\ Ä" die Projectionen des Schnittpunktes A 
beider Flächenaxen sind, und k" sei die gegebene Erzeugende 
der zweiten Umdrehungsfläche. Zur Lösung der Aufgabe be- 
nutzt man als Hülfsflächen eine Sehaar von conoentrischen Ku«^ 
geln, deren gemeinsamer Mittelpunkt der Schnittpunkt A beider 
Flächenaxen ist. Für jede dieser Kugeln construirt man die 
vertieale Projection, welche ein mit dem Kugelradius um den 
Punkt ^" als Mittelpunkt beschriebener Kreis ist. Jeder dieser 
Kreise schneidet die erzeugenden' Curven ^", k" in gewissen 
Punkten, z. B. der Kreis m" in den Punkten C" und E'\ 

Betrachtet man die Kugelfläche, deren vertieale Projection 
der Kreis m" ist, so sehneidet sie die erste Umdrehungsfläche 
\j\. einem Kreise, dessen Ebene senkrecht auf der Axe a steht, 
dessen vertiwde Projection mithin die horizontale Gerade C" 
X>" ist und dessen horizontale Projection der imi den Punkt 
A' als Mittelpunkt mit dem Durchmesser (7"D" beschriebene 
Kreis C'H' D' J' ist. Dieselbe Kugel schneidet auch die zweite 
Umdrehungsfläche in einem Ejreise, dessen Ebene senkrecht 
zur verticalen Projectionsebene steht und dessen vertieale Pro- 
jection die durch den Punkt E" zu der Geraden h" gesogene 
Senkrechte E'F" ist. 

Wenn der Punkt H"^ in welchem sieh die beiden Geraden 
G'^D" und E"F" schneiden, näher an den beiden Axen liegt 
als die beiden Punkte G" und E'\ so schneiden sich ofifenbar 
die eben construirten Kreise in zwei Punkten J? und /, deren 
gemeinsame vertieale Projection der Punkt- Ä'' ist. Die durch 
alle Punkte, welche auf dieselbe Weise [86] wie der Punkt W^ 
gefunden sind, gelegte Curve l" ist daam die verticale Projeo- 
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tion des Schnittes l der beiden ümdrehongsfläohen. Projicirt 
man den Punkt JÎ" anf die Peripherie des Kreises G'H'D'J^ 




Fig. 49. 

so eriiält man dort die Punkte H' und J' als die horizontalen 
Projectionen der Schnittpunkte H und / der Kreise, in denen 
die Hülfskngel die beiden Umdrehungsflächen schneidet. Con* 
struirt man in gleicher Weise die horizontalen Projectionen 
der von den anderen Kugeln bestimmten Punkte des Schnittes l^ 
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so ist die durch sie hindurchgehende Curve V die horizontale 
Projection des Schnittes heider ümdrehungsflächen. 

Diese Beispiele mögen genügen, um das Verfahren, dessen 
man sich zur Construction der Schnitte von Flächen bedient, 
zu veranschaulichen. Und sie genügen in der That auch, be- 
sonders wenn sich die Schüler der grössten Genauigkeit bei 
der Ausführung der Construction befleissigen, möglichst grosse 
Abmessungen für die Zeichnungen benutzen und die Curven, 
sofern es möglich ist, stets in ganzer Ausdehnung zeichnen. 



BobervaVs Melhode, um an eine Curve, welche 
durch das Gesetz der Bewegung eines erzeugenden 
Punktes gegeben ist, eine Tangente zu ziehen. An- 
wendung dieser Methode auf die Ellipse und auf 
die Schnittcurve zweier Rotationsellipsoide mit 
einem gemeinsamen Brennpunkîfce. 

84. Bisher haben wir jede Curve doppelter Krümmung als 
Schnittcurve zweier krummen Flächen betrachtet, und in der 
That bieten sie sich in der darstellenden Geometrie meistens 
unter diesem Gesichtspunkte dar. Wir haben in diesem Falle 
gesehen, dass es immer möglich ist, Tangenten an diese Curven 
zu ziehen. Aber gerade so wie eine krumme Fläche durch 
die Gestalt und Bewegung ihrer Erzeugenden bestimmt werden 
kann, lässt sich auch eine Curve durch das Gesetz der Be- 
wegung eines erzeugenden Punktes definiren. Will man dann 
aber eine Tangente an die Curve ziehen, so kann man nur die 
Methode von Röberval benutzen, wenn man nicht die Analysis 
zu Hülfe nehmen will.^*) Diese Methode hatte BobervcU gefun- 
den, bevor Descartes die Algebra auf die Geometrie anwandte ; 
sie ist implicite in den Betrachtungen der Differentialrechnung 
enthalten und wird aus diesem Grund nicht in der elementaren 
Mathematik erwähnt. Wir begnügen uns hier damit, sie in 
gedrängter Weise auseinanderzusetzen. Diejenigen Leser, wel- 
che zahlreiche Anwendungen der Methode kennen zu lernen 
wünschen, mögen die > Mémoires de l'Académie des Sciences« 
bis zum Jahre 1699 nachsehen, in welchen die Schriften von 
Röberval zu finden sind. 

85. Wenn sich ein Punkt nach dem für ihn gültigen 
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Bewegungsgesetze beständig nach demselben festen Punkte im 
Baume hin bewegt, so ist seine Bahn eine gerade Linie. Wird 
der Punkt aber in jedem Augenblicke [87] seiner Bewegung 
gleichzeitig gegen zwei feste Punkte getrieben, so ist seine Bahn, 
welche in einigen besonderen Fällen eine gerade Linie sein 
kann, im Allgemeinen eine krumme Linie. Man findet die 
Tangente an die Bahncurve, indem man durch den betrachteten 
Punkt der Bahn zwei gerade Linien nach den beiden festen 
Punkten zieht, auf diesen in richtigem Sinne Strecken, welche 
den Geschwindigkeiten in diesen beiden Richtungen proportio- 
nal sind, von dem Bahnpunkt aus abträgt und dann die Figur 
zu einem Parallelogramm vervollständigt; zieht man dann die 
von dem Bahnpunkte ausgehende Diagonale dieses Parallelo- 
gramms, so ist dieselbe, da sie die Bewegungsrichtung des er- 
zeugenden Punktes in dem betrachteten Punkte seiner Bahn 
angiebt, die gesuchte Tangente an die Bahncurve. 

86. Wir wollen nur ein einziges Beispiel für diese Construc- 
tion geben. 

(Fig. 50) Eün Faden ÄMB ist mit seinen Enden in zwei 
festen Punkten Ä und B befestigt. Spannt man den Faden mit 
einem Stifte M und lässt 
den Stift sich so bewe- 
gen, dass der Faden 
stets gespannt ist, so 
beschreibt der Stift eine 
Curve DHC y welche 
bekanntlich eine EHlipse 
ist, deren Brennpunkte 
die beiden festen Punkte 
A und B sind. Auf 
Grund der Erzeugungs- 
weise dieser Curve ist 
es leicht mit Hülfe der Fig. 50. 

i?o5en?aZ'schen Methode 

eine Tangente an dieselbe zu ziehen. Da die Länge des 
Fadens ungeändert bleibt, so wird in jedem Augenblick 
der Bewegung der Radiusvector AM um dieselbe Strecke 
verlängert, um welche der andere Radiusvector BM verkürzt 
wird. Die Geschwindigkeit des die Curve beschreibenden 
Punktes in der Richtung AM ist gleich seiner Geschwindigkeit 
in der Richtung MB, Trägt man daher auf der Geraden MB 
und auf der Verlängerung von AM von M aus gleiche Strecken 
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MQ=MP ab und vervollständigt das Parallelogramm MPEQ, 
so giebt die Diagonale MB derselben die Bewegnngsriclitang des 
erzengenden Punktes in dem Pnnkte M an und mt folglich die 
Tangente an die Ellipse. Hieraus folgt unmittelbar, dass bei 
der ËUipse die Tangente den Winkel BMP zwischen dem einen 
Radiusvector und der Verlängerung des andern halbirt, dass 
also auch die Winkel AM S und BMB einander gleich sind 
und folglich die Ourve die Eigenschaft besitzt, die von dem 
einen Brennpunkte ausgehenden Lichtetrahlen nach dem andern 
zu reflectiren. 

Die Methode von Boberval lässt sich leicht auf den Fall 
von drei Dimensionen ausdehnen und zur Construction von 
Tangenten an doppelt gekrümmte Cnrven verwenden. Bewegt 
sich nämlich ein Pui^t so im Baume^ dass er in jedem Augen- 
blicke nach drei feâten Punkten hin getrieben wird, so ist seine 
Bahncurve, welche in einigen besonderen Fällen eine ebene 
Ourve und sogar [88] eine gerade Linie sein kann, im All- 
gemeinen eine Ourve doppelter Ki'ümmung. Um die Tangente 
in einem beliebigen Punkte der Bahn zu erhalten, zieht man 
durch diesen Punkt drei Gerade nach den drei festen Baum- 
punkten, tiägt auf ihnen in richtigem Sinne Strecken auf, 
welche den Geschwindigkeiten des Punktes in diesen drei lüch- 
tungen proportional sind, und vervollständigt. die Figur zu einem 
Parallelepipedon, dessen durch den Bahnpnnkt gehende Diago- 
nale die Tangente an die Bahn in diesem Punkte ist. 

87. Wir wollen diese Methode auf einen Fall anwenden, 
welcher dem vorherbehandelten Falle der Ellipse ähnlich ist. 
Die nebenstehende Figur (Fig. 51), welche wir dabei benutzen, 
ist in schiefer Parallelprojection gezeichnet. 

Drei feste Punkte Ä, B, G sind im Baume gegeben. Ein 
erster Faden AMB ist mit seinen beiden Enden in den Punkten 
A und B und ein anderer Faden AMC, dessen Länge von der 
des ersten ganz unabhängig ist, mit seinen beiden Enden in 
den Punkten A und G befestigt. Wenn sich nun ein Stift M 
gleichzeitig längs beider Fäden bewegt, sodass dieselben stets 
gespannt sind, so beschreibt er eine Ourve doppelter Krüm- 
mung. ^^) Um an diese Ourve in dem Punkte M eine Tangente 
zu consti'uiren, muss man beachten, dass die Strecke, um welche 
der Badiusvector ^lif in jedem Augenblicke wächst, gleich der 
Strecke ist, um welche der Badiusvector MB kürzer wird, da 
die Länge des ganzen Fadens AMB unveränderlich ist; folglich 
ist die Geschwindigkeit des Punktes M in der Bichtung AM 
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gleich seiner Geschwindigkeit in der Richtung MB. Da ferner 
anch die Länge des Fadens AMC constant ist, so ist die Ge- 




Fig. 51. 

schwindigkeit in der Richtung MC auch gleich seiner Geschwin*- 
digkeit in der Richtung AM. Wenn man daher auf der Verlän- 
gerung deà Radiuavector AM und auf den beiden Radiivectoren 
MBy MC von M aus die gleichen Strecken MP^ MQ, MB ab- 
trägt und die Figur zu dem Parallelepipedon MPUSVQBT 
vervollständigt^ so ist die Diagonale MS dieses Parallelepq>e- 
dons die gesuchte Tangente, 

Da sich die Methode von EobervcU auf das Princip der Zu- 
sammensetzung von Bewegungen stützt, so kann man, wie leicht 
ersichtlich ist, in weniger einfachen Fällen, als wie sie unsere 
Beispiele boten, die bekannten Methoden zur Bestimmung der 
Resultante von Kräften, welche an einem Punkte angreifen 
unjä ihrer Grösse und Richtung nach gegeben sind, zu Hülfe 
nehmen. 
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[89] Tierter Theil. 

Anwendung der für die Construction der Schnitte 

krummer Flächen gegebenen Methode zur Lösung 

versehiedener Aufgaben. 

88. Wir haben in dem Art. 52 [8. 81—84] die Methode 
gegeben, nach welcher sich die Projectionen des Schnittes zweier 
der Gestalt und Lage nach bestimmten kmnmien Flächen con- 
struiren lassen, und zwar, ohne uns um die Natur der Auf- 
gaben zu kümmern, welche solche Constructionen nöthig machen 
können. Die Darlegung dieser Methode für sich würde für die 
grösste Anzahl der Künste schon ausreichend sein. Denn wenn 
man z. B. die Künste des Steinschnittes und des Zimmems in 
Betracht zieht, so bilden die krummen Flächen, welche sich 
hier der Betrachtung naturgemäss darbieten und deren Schnitte 
man oft construiren muss, gewöhnlich den Haupl^egenstand, 
mit dem man sich zu beschäftigen hat. Die darstellende Geo- 
metrie muss einst einen der Hauptzweige der nationalen Er- 
ziehung bilden, weil die von ihr gegebenen Methoden die 
Künstler ebenso nöthig brauchen, wie Lesen, Schreiben und 
Rechnen; wir halten es deshalb hr nützlich, an einigen Bei- 
spielen zu zeigen, wie die Analysis durch die darstellende Geo- 
metrie in der Lösung einer grossen Anzahl von Aufgaben, 
welche auf den ersten Blick nicht derartige zu sein scheinen, 
dass sie auf diese Weise behandelt werden könnten, ersetzt 
werden kann. Wir beginnen zunächst mit einigen Beispielen, 
welche nur die Construction ebener Schnitte erfordern, und 
gehen dann zu solchen über, bei welchen Schnitte krummer 
Flächen benutzt werden müssen. 

89. In der gewöhnlichen elementaren Geometrie ist die erste 
Aufgabe, welche in hervorragenderer Weise die Schüler interessirt, 
die Construction des Mittelpunktes des Kreises, welcher durch 
drei willkürlich in der Ebene angenommene Punkte hindurch- 
geht. Die Bestimmung dieses Mittelpunktes als Schnittpunkt 
zweier geraden Linien, deren jede durch den gesuchten Punkt 
gehen muss, übeiTascht die Schüler sowohl durch ihre Allge- 
meinheit, als auch dadurch, dass sie die wirkliche Ausführung 
der Construction leicht gestattet. Wenn man — was möglich 
ist — die ganze Geometrie nach diesen beiden Gesichtspunkten 
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hin behandelte, so würde sie einer grösseren Anzahl von Men- 
schen zusagen nnd von einem grösseren Kreise gepflegt nnd 
ausgeübt werden; [90] die Dnrchschnittsbildnng des Volkes 
würde dadurch auf eine höhere Stufe gebracht und der Fort^ 
schritt in der Wissenschaft selbst beschleunigt werden. — 

In dem Baume giebt es eine der soeben genannten analoge 
Au%abe^ an deren Lösung wir jetzt herantreten wollen. 

90. Erste Aufgabe. (Fig. ö2) Man soll den Mittel- 
punkt und den Radius der Kugel finden, welche 
durch vier willkürlich im Räume gegebene Punkte 
geht. 

Lösung. Die vier Punkte seien durch ihre horizontalen 
und verticalen Projectionen gegeben. Dann denkt man sich 
von einem der vier Punkte nach den drei anderen gerade 
Linien gezogen, deren horizontale und verticale Projectionen 
man leicht zeichnen kann. Betrachtet man zunächst die erste 
der drei geraden Linien, so muss der gesuchte Mittelpunkt 
offenbar in gleicher Entfernung von ihren beiden Endpunkten 
und daher in einer Ebene liegen, welche senkrecht zu der 
Geraden durch ihren Halbirungspunkt geht. Wenn man also 
die beiden Projectionen der betrachteten Geraden halbirt, wo- 
durch man die Projectionen ihres Halbirungspunktes findet, und 
die Spuren der Ebene, welche durch diesen Punkt senkrecht 
zu der Geraden geht, nach Art. 17 [8. 27 — 28] consti'uirt, 
so liegt der gesuchte Mittelpunkt in dieser Ebene. Betrachtet 
man dann die beiden anderen Geraden und führt man für jede 
von ihnen die gleiche Construction aus, so erhält man schliess- 
lich die Spuren von drei verschiedenen Ebenen, in deren jeder 
der gesuchte Mittelpunkt liegen muss. Da dieser nun sowohl 
in der ersten, als in der zweiten Ebene liegt, so muss er auf 
der Schnittgeraden beider liegen ; man construirt also die Pro- 
jectionen dieser Schnittgeraden und erhält dadurch in jeder 
Projectionsebene eine Gerade, auf welcher die gleichnamige 
Projection des Kugelmittelpunktes liegt. Aus dem gleichen 
Grunde bestimmen die Projectionen der Schnittgeraden der 
ersten und dritten Ebene in beiden Projectionsebenen zwei 
Geraden, welche durch die gleichnamigen Projectionen des 
Kugelmittelpunktes gehen. Die beiden Geraden in jeder Pro- 
jectionsebene bestimmen in ihrem Schnittpunkte die gleich- 
namige Projection des gesuchten Kugelmittelpunktes. 

Benutzt man noch die Schnittgerade der zweiten und dritten 
Ebene, so hat man eine dritte Gerade, welche durch den 
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Kugelmittelpunkt geht und auf deren Projectionen die Projeo- 
tionen desselben ebenfalls liegen; dies bietet ein Hfilfsmittel 
dar, um die Richtigkeit der Zeichnung zu prttfen. 

Zieht man durch die gleichnamigen Projectionen eines der 
gegebenen Punkte [91] und des Eugelmittelpunktes gerade 
Linien, so sind sie die Projectionen des Eugelradius. Aus 
seiner horizontalen und verticalen Projection kann man aber 
leicht seine wahre Länge construiren. 

91. Kann man die Lage der Projectionsebenen frei wählen, 
so lässt sich die eben auseinandergesetzte Construction bedeu- 
tend vereinfachen. Nimmt man nämlich an, dass die erste 
Projectionsebene durch drei der gegebenen Puiücte Ä, B, G geht, 
so fallen dieselben mit ihren ersten Projectionen zusammen; 




Fig. 52. 

die horizontale Prqjection des vierten Punktes D sei der Punkt 
D'. Nachdem dann die Geraden AB, AG, AD' gezogen sind, 
wählt man die zweite Projectionsebene und folglich auch die 
Projectionsaxe x parallel zu der Geraden AD\ Die verticalen 
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Projeetionen der drei ersten Punkte sind dann die Fnsspnnkte 
A!\ B'\ C" der von den drei Punkten -4, B^ G auf die Axe x 
gefMlten Lotbe; die rertioale Projection des vierten Punktes D 
sei gegeben durch den Punkt -D", welcher auf der durch den 
Punkt D' senkrecht zur Axe x gezogenen Geraden liegen 
muss; Da die Gerade AB in der horizontalen Projections- 
ebene liegt, so ist jede zu ihr senkrechte Ebene vertical 
gestellt und ihre horizontale Projection ist daher eine zu AB 
senkrechte Gerade. Dasselbe gilt für die Gerade AG, Zieht 
man also durch den Mittelpunkt E von AB eine zu ihr senk- 
rechte Gerade e, so ist sie die horizontale Projection einer 
durch den Eugelmittelpunkt gehenden verticalen Ebene^ und 
folglich Hegt die horizontale Projection des Kugelmittelpunktes 
auf ihr. Ebenso ist die durch den Mittelpunkt F von AG zw. 
ihr senkrecht gezogene Gerade f die horizontale Projection 
einer durch den Eugelmittelpunkt gehenden verticalen Ebene, 
und es muss daher die horizontale Projection desselben auch 
auf der Geraden / liegen. Folglich ist der Schnittpunkt M' 
der beiden Geraden e und f die horizontale Projection des ge- 
suchten Kugelmittelpunktes, dessen verticale Projection auf der 
durch den Punkt M' senkrecht zur Axe x gezogenen Geraden 
liegen muss. 

Da nun die von dem Punkte A nach dem vierten Punkte D 
gezogene Gerade parallel zu ihrer zweiten Projection ist, so 
steht jede zu AD senkrechte Ebene auch auf der zweiten 
Projecüonsebene senkrecht, und ihre zweite Projection ist mit- 
hin eine zu A" D" senkrechte Gerade. Man zieht also durch 
den Mittelpunkt Q" von A" D" eine Senkrechte g zu ihr, welche 
die verticale Projection dieser dritten Hülfsebene durch den 
Kugelmittelpunkt ist, und [92] deren Schnittpunkt M*' mit der 
verticalen Geraden M' M^ folglich die verticale Projection des 
gesuchten Kugelmittelpunktes bestim^mt. 

Zieht man schliesslich die Geraden AM*, A" M"^ so sind 
sie die beiden Projeetionen des Kugelradius AM\ trägt man 
daher die Strecke AM' auf der Axe x von M^, bis Aq ab, so 
giebt die Streike A^M"^ die wahre Länge des Kugelradius. 

92. Zweite Aufgabe. (Fig. 53) Es soll eine Kugel 
in eine gegebene dreiseitige Pyramide einbeschrie- 
ben, d.hv die Lage ihres Mittelpunktes und die Länge 
ihres Radius construirt werden. 

Lötuiqf. Da die Kugel die vier Seitenflächen der Pyra- 
mide berühren muss, so halbirt offenbar jede der sechs Ebenen, 
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welehe man dareh den Kugelmittelpnnkt und dnrch je eine 
Kante der Pyramide legen kann, den an der betreffenden Eiinte 
liegenden Flächenwinkel. Wählt man also von den sechs Kanten 
drei, welche nicht alle dnrch dieselbe Ecke gehen, nnd legt 
man dnrch jede derselben eine Ebene, welche den an dieser 
Kante liegenden Flächenwinkel halbirt, so hat man drei Ebenen, 
in deren jeder der gesuchte Mittelpunkt liegt und deren gemein- 
samer Schnittpunkt er daher sein muss. 

93. Um die Construction zu vereinfaGhen, nehmen wir an, 
dass die horizontale Projectionsebene mit einer Seitenfläche der 
Pyramide zusammenfällt. 

Es seien A, B^ G, D' die horizontalen Projectionen und 
A"j B"y C'\ D" die verticalen Projectionen der vier Pyra- 
midenecken. Durch die Spitze D derselben legt man drei 
Ebenen senkrecht zu den Kanten der Grundfläche ABC] da 
diese Ebenen vertical stehen, so sind ihre horizontalen Projec- 
tionen die Geraden D' E, D' Fy D' O^ welche durch den Punkt 
D' senkrecht zu den drei Kanten AB^ BG, G A gezogen sind. 
Jede dieser verticalen Hülfsebenen schneidet die Grundfläche 
der Pyramide und die der betreffenden Kante anliegende Seiten- 
fläche in zwei geraden Linien, welche miteinander einen Winkel 
gleich dem Flächenwinkel zwischen dieser Seitenfläche und der 
Grundfläche einschliessen. Trägt man also auf der Axe x die 
Strecken D* E^ D' F^ D' O von dem Schnittpunkte D,^ ^®r ver- 
ticalen Geraden D'D" bis zu den Punkten Eq, jP^, Gq ab 
[93] und zieht die Geraden jD"^o> ^"^oi ^" ^oj so schliessen 
diese letzteren mit der Axe x Winkel ein, welche gleich den 
Neigungswinkeln der drei Seitenflächen gegen die Grundfläche 
sind. Halbirt man diese Winkel durch die Geraden e, /*, g, 
so sind die von ihnen ipit der Axe x eingeschlossenen Winkel 
gleich den Neigungswinkeln der Seitenflächen einer zweiten 
Pyramide, welche über derselben Grundfläche AB G construirt 
ist und deren Spitze in dem gesuchten Kugelmittelpunkte Jlf liegt. 

Um nun die Spitze dieser zweiten Pyramide zu finden, 
schneidet man dieselbe dutch eine in beliebiger Höhe ge- 
legte horizontale Ebene, deren verticale Projection die willkür- 
lich gezogene horizontale Gerade N"0" ist. Diese Gerade 
schneidet die Geraden e, /*, g in den Punkten Hq, Jq^ Kq, von 
denen man die Lothe HqHqj Jo^ot ^o^o ^^ ^® -^^ ^ ^^*' 
Trägt man dann die drei Abstände EoH^y FqJJj ^o^o ^®2. 
auf den drei von dem Punkte D' auf die Kanten der Grund- 
fläche gefällten Lothen von E bis H\ von F bis /' und von 
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O bis K' ab, so erhält man in H\ J', K die horizontalen 




Fig. 63. 



Prôjectionen von drei Punkten, welche auf den Schnittgeraden 
der horizontalen Hülfsebene mit den drei Seitenflächen der 
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zweiten Pyramide liegen ; die dnreh diese Funkte zu den ent- 
sprechenden Kanten der Grundfläche ABC gezogenen Paral- 
lelen N'0\ O'P'j P' N* sind dann die ersten Projectionen 
dieser Schnittgeraden selbst. Die ParaUelen N'0\ 0' P\ P' N' 
schneiden sieh zu je zweien in den Punkten 0\ P', N\ 
welche die Projectionen von Punkten der drei nicht in der 
Grundfläche liegenden Kanten der zweiten Pyramide sind; 
wenn man dann noch die Geraden N' Ä^ O'B, P' C zieht, so 
sind sie die Projectionen dieser Kanten selbst. Der Punkt M\ 
in welchem sich die Geraden N' A^ O' B^ P' G schneiden, ist 
die horizontale Projection der Spitze M der zweiten Pyramide 
und mithin auch diejenige des gesuchten Kugelmittelpunktes. 

Um die verticale Projection M" desselben Punktes zu er- 
halten, zieht man zuerst durch M' eine Senkrechte zur Axe a:, 
M' M^^ auf welcher der Punkt if " liegen muss. Dann projicirt 
man die drei Punkte N', 0\ P' in die Punkte iV", 0", P" 
der horizontalen Hülfsgeraden und zieht die Geraden N^A'\ 
0" B'\ P" C'\ welche die verticalen Projectionen der drei Kanten 
der zweiten Pyramide sind. Der Punkt Jtf", in welchem sich 
alle drei schneiden müssen und welcher gleichzeitig auf der 
Verlängerung der Verticalen M' My, liegen muss, ist die verti- 
cale Projection des gesuchten Kugelmittelpunktes. 

Die verticale Strecke M^M" schliesslich ist gleich dem Radius 
der eingeschriebenen Kugel, [94] und die Punkte M'^ M^ sind 
die beiden Projectionen des Berührungspunktes der Kugel und 
der Pyramidengrundfläche ABC. 

94. Wir haben in dem Artikel 3 gezeigt, wie man die Lage 
eines Punktes bestimmen kann, dessen Abstände von drei der 
Lage nach bekannten Punkten gegeben sind. Wir wollen jetzt 
im Anschlüsse an jene früheren Auseinandersetzungen die Con- 
struction dieses Punktes geben. 

Dritte Aufgabe. (Fig. 54) Man soll die Projectionen 
eines Punktes, dessen Entfernungen von drei im 
Räume beliebig gegebenen Punkten bekannt sind, 
construiren. 

Lösung. Die Projectionsebenen mögen, wie wir voraus- 
setzen, so gewählt sein, dass die erste Projectionsebene durch 
die drei gegebenen Punkte hindurchgeht und die zweite Pro- 
jectionsebene senkrecht auf der Verbindungsgeraden zweier 
dieser Punkte steht. 

Es seien A, B, G die drei gegebenen Punkte und a, b^ c 
die bezüglichen Entfernungen des gesnditen Punktes von ihnen. 
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Man verbindet zwei der gegebenen Punkte, z. B. A und B 
durch eine Gerade und zieht durch einen beliebigen ihrer Punkte 
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senkrecht zu ihr die Axe a?, welche die Lage der verticalen 
Projectionsebene bestimmt. Dann beschreibt man um die Punkte 
Ä, B^ G als Mittelpunkte bez. mit den Strecken a^ b, e als 
Badien Kreise, welche sich zu je zweien in den Punkten D, 
E; F, O; H^ J schneiden. Zieht man die Geraden DE, FG, 
HJ, so sind sie die horizontalen Projectionen der drei Kreise, 
in welchen sich je zwei Kugeln schneiden ; der einzige Punkt 
P', in welchem sich die drei Geraden schneiden, ist dann offen- 
bar die horizontale Projection des gesuchten Punktes. 

Um die verticale Projection dieses Punktes zu erhalten, 
zieht man zunächst senkrecht zur Axe x die Gerade P' P^, auf 
welcher die gesuchte Projection liegen muss. Femer muss 
man beachten, dass der Kreis, dessen horizontale Projection 
die Gerade DE ist, der zweiten Projectionsebene parallel ist^ 

08twald*8 ElasBiker. 117. 9 
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und dass also seine verticale Projection ein Kreis mit gleichem 
Radius sein mnss. Projicirt sich die Gerade AB in den Punkt 
K" auf der Axe oj, so braucht man daher nur mit der Strecke 
KD^ welche gleich dem halben Durchmesser DE ist, als Radius 
einen Kreis um K" als Mittelpunkt zu beschreiben, um die 
verticale Projection des betrachteten Kreises zu erhalten. Dieser 
Kreis schneidet die Gerade P'P^, bez. deren Verlängerung in 
den Punkten P", Q'\ von denen jeder die verticale Projection 
eines der gestellten Aufgabe genügenden Punktes P, bez. Q ist. 

Es müssen weitere Bedingungen der gestellten Aufgabe 
hinzugefügt werden, [9Ö] um zu entscheiden, ob beide Punkte 
P und Q brauchbar sind, bez. welcher von beiden Punkten, 
wenn nur einer derselben nach dem Wortlaute der Aufgabe 
brauchbar sein kann, genommen werden darf. 

Der Leser mag die Aufgabe lösen, die Projectionen 
eines Punktes zu construiren, dessen Entfernungen 
von drei im Räume beliebig gegebenen Geraden be- 
kannt sind. 

95. Vierte Aufgabe. (Fig. 55) Ein Ingenieur bereist 
ein Gebirgsland, sei es um nur seine Bodehgestalt 
zu Studiren, sei es um den Plan für Unternehmungen, 
welche von der Bodengestalt abhängig sind, zu ent- 
werfen. Er ist mit einer topographischen Karte ver- 
sehen, in welcher nicht nur die horizontalen Projec- 
tionen der verschiedenen Punkte des Terrains genau 
verzeichnet sind, sondern welche auch noch die Er- 
hebungen aller dieser Punkte über jene horizontale 
Projectionsebene (Niveaufläche) durch eine neben 
jeden Punkt geschriebene Zahl, die sogenannte Kote 
dieses Punktes, angiebt. Nun gelangt der Ingenieur 
an einen bemerkenswerthen Punkt, welcher — ent- 
weder weil er vergessen worden war oder erst nach 
Vollendung der Karte bemerkenswerth geworden 
ist — nicht in der Karte sich verzeichnet findet. 
Der Ingenieur führt nur ein mit einem Lothe ver- 
sehenes Graphometer bei sich. 

Man verlangt von dem Ingenieur, dass er, ohne 
seinen Standort zu verlassen, die Lage desselben auf 
der Karte einträgt und seine Kote, d. h. seine Erhe- 
bung über die Niveaufläche bestimmt.*') 

Ldauagsy erfahren. Der Ingenieur wählt sich unter den 
;iuf der Karte genau verzeichneten Terrainpunkten drei aus, 
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welche seinem Standorte am nächsten liegen nnd von denen 
wenigstens zwei nicht dieselbe Höhe wie dieser haben. Dann 
misst er die Winkel, welche die Richtung des Lothes mit den 
nach diesen drei Punkten gerichteten Yisirlinien einschliesst 
und kann nach Ausführung dieser Messung bereits die ihm 
gestellte Aufgabe lösen. 

Die drei beobachteten Punkte, deren horizontale Projec* 
tionen die Karte unmittelbar giebt, während man ihre verti- 
calen Projectionen mit Hülfe der Koten constrtdren kann, 
mögen mit A, B, G bezeichnet werden. Da der Winkel, 
welchen die Visirlinie nach dem Punkte Ä mit der Lothrichtnnç 
des Standortes bildet, bekannt ist, so kennt man auch den Win- 
kel, welchen dieselbe Visirlinie mit der nach oben verlängerten 
Lothrichtung in dem Punkte Ä einschliesst; denn wenn man 
die Krümmung der Erde vernachlässigt, was in dem vorliegen- 
den Falle statthaft ist, [96] so sind diese beiden Winkel süs 
Wechselwinkel an Parallelen einander gleich. Denkt man sich 
nun einen geraden Kreiskegel mit vertical gerichteter Axe con- 
struirt, dessen Spitze in dem Punkte A liegt und dessen gerad- 
linige Erzeugenden mit der Axe einen dem gemessenen gleichen 
Winkel einschliessen ■ — hierdurch ist die Fläche vollständig 
bestimmt — , so geht der Kegelmantel durch die nach dem 
Punkte A gerichtete Visirlinie und folglich auch durch den 
Standort des Beobachters. Mithin ist eine erste krumme Fläche 
gefunden, auf welcher der gesuchte Punkt liegt. Stellt man 
dieselbe üeberlegung für die beiden anderen Punkte B und O 
an, so erhält man noch zwei andere gerade Kreiskegel, deren 
Spitzen in diesen Punkten liegen, deren Axen vertical stehen 
und deren Seitenlinien mit den Axen Winkel einschliessen, 
welche bez. gleich den beiden anderen gemessenen Winkeln 
sind. Der gesuchte Punkt ist nun ebenfalls auf jeder dieser 
beiden Kegelaächen und folglich, da er gleichzeitig auf allen 
drei Kegeln liegen muss, auf ihrem gemeinsamen Schnitte ge- 
legen. Es handelt sich mithin nur noch darum, die beiden 
Projectionen der Schnitte je zweier dieser Kegelflächen zu 
construiren; die Schnittpunkte der gleichnamigen Projectionen 
bestimmen dann die horizontale und verticale Projection des 
gesuchten Punktes, folglich auch seine Lage auf der Karte 
und seine Höhe über oder unter den beobachteten Punkten^ 
aus welcher letzteren sich seine Kote ergiebt. 

Diese Lösung wird im Allgemeinen acht Punkte liefern, 
welche der Aufgabe genügen. Es ist aber für den Beobachte^; 

9* 
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leicht, denjenigen Punkt, welcher seinem Standorte entspricht, 
herauszufinden. Zunächst kann er sich immer vergewissern, 
ob sein Standort über oder unter der Ebene, welche durch 
die drei beobachteten Punkte Ä^ B, G hindurchgeht, liegt 
Angenommen der Standort liege über dieser Ebene, so kaiyi 
er von den Schnittcurven der Kegel die Zweige, welche unter 
dieser Ebene liegen, unberücksichtigt lassen. Dadurch reducirt 
sich die Ansahl der möglichen Punkte auf vier. Das Gleiche 
ist der Fall, wenn der Standort unterhalb der Ebene ABC 
liegt. Unter den übrigen vier Punkten — wenn sie überhaupt 
sämmtlich vorhanden sind — kann der Beobachter dann aber 
leicht denjenigen herausfinden, dessen Lage in Bezug auf die 
drei Eegelspitzen dieselbe ist, wie die Lage seines Standortes 
in Bezug auf die entsprechenden drei Terrainpunkte. 

96. Construction. (Fig. 55) Es seien Ä^ B\ C die der 
Karte entnommenen horizontalen Projectionen der drei [97] be- 
obachteten Punkte und Ä"^ B'\ C" ihre verticalen Projectionen, 
welche man dadurch erhält, dass man auf den verticalen Ge- 
raden B'Bj,y C Crg. von der durch den Punkt J." gehenden 
horizontalen Geraden x aus die Koten von 5, G vermindert 
um die Kote von Ä bis B'\ G" abträgt; a, /?, y seien die 
Winkel, welche die Visirlinien von dem Standorte nach den 
drei beobachteten Punkten Ä^ B, G mit der verticalen Rich- 
tung einschUessen. 

Verlängert man die drei Geraden AÄ'\ B'B'\ G'G" nach 
oben, so stellen sie die zweiten Projectionen der Axen der drei 
Kegel dar. Durch die drei Punkte Ä'\ B'\ G" zieht man dann 
die Geraden r, «, ^, welche mit den Verticalen in den drei 
Punkten bez. die Winkel a, ßy y einschliessen; die Geraden 
r, 5, i sind die verticalen Projectionen je einer der beiden 
äussersten Seitenlinien der drei geraden Kreiskegel. 

Dann zieht man in der verticalen Projectionsebene beliebig 
viele horizontale Gerade ^, betrachtet sie als die Projectionen 
von gleich vielen horizontalen Ebenen TT und führt für jede 
von ihnen die Construction durch, welche wir jetzt für die mit 
^ bezeichnete dieser Geraden beschreiben wollen. 

Die Gerade p schneidet die Projectionen der Axen der drei 
Kegel in den Punkten D", B!\ M!\ welche die verticalen Pro- 
jectionen der Mittelpunkte der Kreise sind, in denen die zu- 

gehörige horizontale Ebene TT ^e drei Kegelmäntel schneidet, 
und die äussersten Seitenlinien r, «, i in den Punkten £^", 
/', N\ sodass die Strecken D"E\ B!' S\ M!'N" die Radien 
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dieser Bjreise sind. Um die Punkte A^ B\ C ^Xä Mittel- 
punkte beschreibt man bez. mit diesen Radien Kreise, welche 




die horizontalen Projectionen der von der Ebene ff aus den 
drei Kegeln ausgeschnittenen Ki*eise sind. Die eben constru- 
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irtea Kreise sclmeideû sieh zu je zweien in den Pankten F'^ 
Q'\ K\ L'\ 0', P', welche die horizontalen Projeetionen von 
ebenso vielen Schnittpunkten der Schnitte je zweier der drei 
Kegel ergeben. Projicirt man diese Punkte in die Punkte F'\ 
Q"\ K", L"\ 0", P" auf der Geraden p, so erhält man die 
verticalen Projeetionen derselben Schnittpunkte. 

Verfährt man in gleicher Weise für die anderen Geraden p^ 
so findet man für jede derselben andere Punkte F\ G' \ K'^ 
V\ 0\ P' und F'\ G"\ K\ L"; 0", P" in der horizontalen 
und verticalen Projectionsebene, Darauf zieht man durch alle 
Punkte P', O' eine Curve 1% welche die horizontale Projection 
[98] des Schnittes l des ersten und zweiten Kegels ist, femer 
durch alle Punkte K\ L' eine zweite Curve m\ welche die 
horizontale Projection des Schnittes m des zweiten und dritten 
Kegels ist, und endlich durch alle Punkte 0', P' eine dritte 
Curve n'j welche die horizontale Projection des Schnittes n des 
dritten und ersten Kegels sind. Die Punkte 0', in denen sich 
alle drei Curven schneiden, sind die horizontalen Projeetionen 
von Punkten Q, welche der gestellten Aufgabe igenügen. 

Ebenso zieht man in der verticalen Projectionsebene durch 
aUe Punkte F'\ Q" eine Curve V\ durch aUe Punkte K", L" 
eine zweite Curve m" und endlich durch alle Punkte 0", P" 
eine dritte Curve n'\ welche Curven die verticalen Projeetionen 
der drei Schnittcurven Z, m, n sind. Die Punkte Q", in denen 
sich die verticalen Projeetionen V\ in'\ n" schneiden, bestimmen 
die verticalen Projeetionen aller Punkte Q, welche den Forde- 
rungen der gestellten Aufgabe entsprechen. 

Nachdem der Beobachter unter allen Punkten Q denjenigen 
herausgefunden hat, welcher seinem Standorte entspricht, giebt 
ihm die zugehörige horizontale Projection 0' unmittelbar die 
Lage seines Standortes auf der Karte an. Die Höhe der zu- 
gehörigen verticalen Projection Q" über der Axe x bestimmt die 
Erhebung des Standortes über den beobachteten Punkt Ä und 
damit also die Kote des Standortes. 

97. Wir haben im Vorstehenden die Projeetionen der drei 
Schnitte /, m, n construirt, während zwei schon ausgereicht 
hätten. Es empfiehlt sich aber, immer in dieser Weise zu ver- 
fahren, weil die Projeetionen von zwei Curven doppelter Krüm- 
mung sich in Punkten schneiden können, welche nicht Punkten 
des Schnittes entsprechen; um die Projeetionen von Punkten des 
Schnittes zu bekommen, muss man nur solche Zweige beider 
Curven betrachten, welche auf derselben Schale einer der 
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Flächen liegen. Dies erfordert aber ein mtllisames Aufpassen, 
von welchem man fast stets befreit ist, wenn man alle drei 
Schnittenrven constmirt; die Punkte, in welchen sich alle drei 
Curven schneiden, sind wirkliche Schnittpunkte der drei Flächen. 

98. Fünfte Aufgabe. (Fig. ö6 u. 57) Die Sachlage ist 
dieselbe wie bei der vorigen Aufgabe bis auf den 
einzigen Umstand, dass das Winkelmessinstrument 
[99] nicht mit einem Lothe versehen ist, und dass 
infolge dessen die Winkel der Visirlinien mit der 
Lothrichtung nicht gemessen werden können. Trotz- 
dem aber soll der Ingenieur, ohne seinen Standort 
zu verlassen, die Lage desselben auf der Karte und 
seine zugehörige Kote, d. h. seine Höhe über der 
Niveaufläche, auf welche alle Punkte der Karte 
bezogen sind, bestimmen. 

Lösungsverfahren. Nachdem der Ingenieur drei auf der 
Karte genau verzeichnete benachbarte Terrainpunkte, welche 
mit seinem Standorte nicht in derselben Ebene liegen, aus- 
gewählt hat, misst er die drei Winkel, welche die Visirlinien 
nach diesen drei Punkten miteinander bilden, und ist durch 
diese Messung allein in den Stand gesetzt, die Aufgabe zu 
lösen. 

Bezeichnet man die drei beobachteten Punkte wieder mit 
Aj Bj G und denkt man sich die Geraden AB^ BO, CA ge- 
zogen, so kann der Ingenieur die horizontalen Projectionen 
dieser drei Strecken unmittelbar aus der Karte entnehmen, 
während er aus. den Koten der drei Punkte die Höhendiffe- 
renzen der Endpunkte dieser drei Strecken berechnen kann; 
folglich sind die wahren Längen der drei Strecken bekannt. 

(Fig. 56) Dann construirt man in einer beliebigen durch die 
Gerade AB gehenden Ebene ein rechtwinkliges Dreieck BADj 
dessen eine Kathete AB ist, und in welchem der Winkel in B 
gleich dem Complément des Winkels A, unter welchem die Seite 
AB gesehen wurde, also der Winkel in D gleich dem Winkel k 
selbst ist. Der durch die drei Punkte A, B, D gehende Kreis 
hat die Eigenschaft, dass der Winkel, welchen zwei von einem 
beliebigen Punkte E des Kreisbogens ADB nach den Punkten 
A und B gezogene Geraden AD und BD miteinander bilden, 
ebenfalls gleich dem gemessenen Winkel X ist. Lässt man nun 
den Kreisbogen ADB sich um die Gerade AB als Axe drehen, 
so erzeugt er eine Umdrehungsfläche, deren sämmtliche Punkte 
dieselbe Eigenschaft haben, wie die Punkte des Kreisbogens 
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ABB\ d. h. wenn man von einem beliebigen Punkte dieser 
Umdrehungsfläohe nach den Punkten Ä und B zwei gerade 
Linien zieht, so schliessen sie den Winkel À miteinander ein. 

Offenbar sind aber 

X ^-*- die Punkte dieser 

Umdrehungsfläche 
auch die einzigen 
Punkte des Raumes, 
welche diese Eigen- 
schaft besitzen, und 
folglieh muss diese 
Fläche durch den zu 
bestimmenden Stand- 
punkt hindurchgehen. 
Stellt man die gleiche 
Betrachtung für die 
beiden anderen Ge- 
raden BG und CA 
an, so erhält man noch zwei Umdrehungsflächen, auf deren 
jeder der Standort ebenfalls liegen muss. Derselbe ist daher 
[100] gleichzeitig auf drei Umdrehungsflächen, welche ihrer 
Gestalt und Lage nach völlig bestimmt sind, gelegen. Wenn 
man also die horizontalen und verticalen Projectionen der 
Schnitte je zweier der drei Umdrehungsflächen construirt, so 
sind die Punkte, in denen sich alle drei Projectionen schneiden, 
die Projectionen des Punktes, welcher den Forderungen der 
gestellten Aufgabe gentigt. 

99. Wenn man diese Aufgabe analytisch behandelt, so führt 
sie im Allgemeinen zu einer Gleichung vom 64. Grade. Denn 
jede der drei Umdrehungsflächen hat vier verschiedene Schalen ^% 
betrachtet man z. B. die erste Fläche, so werden zwei Schalen 
von dem Bogen ABB, zwei andere von dem Bogen AÊB er- 
zeugt. Da jede Schale der ersten Umdrehungsfläche von jeder 
Schale der zweiten geschnitten werden kann, so ergeben sich 
daraus im Allgemeinen fär die Schnittcurven sechzehn Zweige; 
jeder dieser sechzehn Zweige kann wieder von jeder der vier 
Schalen der dritten Umdrehungsfläche geschnitten werden, wo- 
durch sich vierundsechzig Schnittpunkte aller drei Umdrehungs- 
flächen ergeben können. Aber nicht alle diese Punkte geniigen 
der Aufgabe. Denn zieht man von irgend einem Punkte Ê 
des Bogens AÊB die beiden (Jeraden nach den Endpunkten 
der Strecke AB, so ist der von ihnen eingeschlossene Winkel 
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AÊB nicht gleich dem gemessenen Winkel A, sondern gleich 
seinem Supplementwinkel. Die von dem Bogen AÊB erzeugten 
zwei Schalen der ersten Umdrehungsflächa und die analogen 
Schalen der beiden anderen Umdrehungsaächen können daher 
zur Lösung der Aufgabe nicht benutzt werden, und alle die- 
jenigen der gefundenen vierundsechzig Schnitipunkte, welche 
auf einer dieser Schalen liegen, genügen folglich der Aufgabe 
nicht. 

Bei der Lösung mit Hülfe der darstellenden Geometrie kann 
man also den Bogen AÊB und die entsprechenden Bogen der 
beiden andern Kreise von vornherein ausser Betracht lassen. 
Dann hat jede der Umdrehungsflächen nur zwei Schalen, und 
die Anzahl der allen drei Flächen gemeinsamen Schnittpunkte 
reducirt sich auf acht. Von diesen acht Punkten liegen vier 
auf der einen Seite der Ebene, welche durch die drei üm- 
drehungsaxen bestimmt ist, und vier auf der anderen Seite 
derselben. Da der Beobachter nun leicht feststellen kann^ auf 
welcher Seite dieser Ebene sein Standort liegt, so braucht er 
die Schnittpunkte, welche auf der entgegengesetzten Seite der 
Ebene liegen, überhaupt nicht zu construiren, und folglich re- 
ducirt sich die Zahl der Schnittpunkte, welche er gebrauchen 
kann, auf vier. Unter diesen vier Punkten — wenn sie über- 
haupt sämmtlich existiren — erkennt er aber dann leicht den- 
jenigen, welcher in Bezug auf die drei Punkte A^ -B, G ebenso 
liegt, [101] wie sein Standort in Bezug auf die drei entspre- 
chenden Terrainpimkte. 

100. Construction. Die Lage der beiden Projectionsebenen 
wählt man so, dass die erste Projectionsebene durch die drei 
beobachteten Punkte geht und die zweite Projectionsebene senk- 
recht auf der Verbindungsgeraden zweier dieser Punkte steht. 
Es sei also ABC das von den drei beobachteten Punkten ge- 
bildete Dreieck in seiner wahren Gestalt; ferner seien A, (XyV 
die drei gemessenen Winkel. 

Dann zieht man senkrecht zu der Geraden AB durch einen 
beliebigen Punkt derselben die Gerade x, welche die Projections- 
axe sein soll und also die Lage der zweiten Projectionsebene 
bestimmt, und construirt, wie in Art. 98 [S. 135 — 136] ange- 
geben ist, die erzeugenden Kreisbogen AEB, BJC^ GL A der 
drei Umdrehungsflächen, deren Axen die Dreiecksseiten AB, 
BG, G A sind. Um den Punkt A als Mittelpunkt beschreibt 
man darauf beliebig viele concentrische Kreise und führt für 
jeden von ihnen die im Folgenden für einen solchen Kreis 
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Fig. 57. 
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angegebene Construction dnrch. Von d6n Punkten E und L, 
in welchen dieser Kreis die beiden erzeugenden Kreise, deren 
Âxen in dem Punkte Ä zusammenstossen, schneidet, fällt man 
die Lethe ^JP'und LM a,\i{ die zugehörigen Axen; beide Lothe 
schneiden sich in einem Punkte N\ welcher die horizontale Pro- 
jection eines dem Schnitte der beiden Umdrehungsflächen an- 
gehörigen Punktes N ist. Jeder der concentrischen Kreise 
bestimmt einen solchen Punkt N\ und die durch alle diese 
Punkte N' gehende Curve n ist die horizontale Projection des 
Schnittes n der beiden Umdrehungsflächen mit den Axen AB 
und ÄC, Nachdem man noch die zweite Projection A" der 
Axe AB bestimmt hat, beschreibt man um den Punkt A" ah 
Mittelpunkt mit dem Radius EF einen Kreisbogen e", auf wel- 
chem die zweite Projection N" des Punktes N (und zwar auf 
der durch IT gehenden Verticalen) liegen muss. In gleicher 
Weise construirt man für alle übrigen Punkte der Curve n' 
die zugehörigen zweiten Projeotionen und zieht durch dieselben 
die Curve n"j welche dann die zweite Projection des Schnit- 
tes n ist. 

Dieselbe Construction führt man ferner für die beiden Um- 
drehungsflächen, deren Axen AB und Bö sind, aus. Man 
beschreibt also um den Schnittpunkt B beider Axen als Mittel- 
punkt beliebig viele conoentrische Kreise, welche die beiden 
erzeugenden Kreise in Punkten O, J schneiden, und fällt von 
diesen Punkten die Lothe GH und JK auf die entsprechenden 
Axen; diese Lothe schneiden sich in Punkten P', und die 
durch alle so erhaltenen Punkte P' gezogene Curve p' ist die 
horizontale Projection des Schnittes p der ersten und dritten 
Umdrehungsfläche. [102] Beschreibt man schliesslich um den 
Punkt A" als Mittelpunkt mit den Radien OH Kreise g" und 
projicirt auf diese alle Punkte P", so erhält man die zweiten 
Projectionen P" aller Schnittpunkte P, und die durch sie ge- 
zogene Curve p" ist die zweite Projection des Schnittes p. 

Die Punkte Q', in welchen sich die horizontalen Projeo- 
tionen n' und p' der beiden Schnitte n und j) schneiden, sind 
die horizontalen und die Punkte Q", in welchen sich die zu- 
gehörigen verticalen Projectionen n" und p" schneiden, sind 
die verticalen Projectionen der Punkte, welche den von der 
Aufgabe gestellten Forderungen genügen. 

Die so gefundenen Projectionen geben weder unmittelbar 
die Lage des Standortes auf der Karte, noch seine Höhe an, 
weil die horizontale Projectionsebene nicht mit der Niveau- 
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ebene, auf welche die Karte bezogen ist, znsammenfôllt; es 
bietet aber keine Schwierigkeiten, aus den gefundenen Projec- 
tionen die wirkliche Lage des Standortes auf der Eiirte und 
seine Kote zu bestimmen. 

101. Sechste Ânfjgabe. Ein Feldherr, welcher mit 
der von ihm befehligten Armee dem Feinde gegen- 
übersteht, besitzt keine Karte des von diesem be- 
setzten Gebietes; er bedarf aber einer solchen Karte, 
um für einen beabsichtigten Angriff den Plan ent- 
werfen zu können. Da er einen Fesselballon zn 
seiner Verfügung hat, so befiehlt er einem seiner 
Ingenieure mit demselben aufzusteigen und alle 
nöthigen Messungen auszuführen, um eine Karte 
herstellen und ein annähernd richtiges Nivelle- 
ment geben zu können. Er hat jedoch Grund zn 
glauben, dass der Feind seine Absicht erkennt, 
wenn der Luftballon seine verticale Aufsteigungs- 
linie verlässt, und erlaubt deshalb dem Ingenieur 
nur, mit dem Luftballon in verschiedene Höhen, wenn 
es nöthig ist, aufzusteigen, verbietet ihm aber, sich 
mit dem Ballon seitlich zu bewegen. Der Ingenieur 
ist mit einem geeigneten Winkelmessinstrumente, 
an welchem ein Loth angebracht ist, versehen. Wie 
kann der Ingenieur den Befehl seines Vorgesetzten 
ausführen? 

Lösungsverfahren. Der Ingenieur macht in derselben senk- 
rechten Aufsteigungslinie an zwei Stellen Halt, deren Abstand 
ihm dadurch bekannt ist, dass er die bei der Erhebung von 
dem einen zu dem anderen Haltepunkte abgelaufene Seillänge 
messen lässt. Auf der einen dieser Stationen, z. B. der tiefer 
gelegenen, misst er dann die Winkel zwischen der Lothrichtung 
und den Visirlinien, welche nach den Punkten, deren Lage 
er auf der Karte einzeichnen will, gerichtet sind. Unter allen 
diesen Punkten wählt er einen beliebigen Punkt aus, welchen 
er als Hauptpunkt ansieht und welchen wir mit A bezeichnen 
wollen, [103] und misst allmählich alle Winkel, welche die 
Visirlinie nach dem Punkte A mit den Visirlinien nach den 
anderen Punkten bildet. Auf der anderen, höher gelegenen 
Station misst er dann noch die Winkel zwischen der Lothrich- 
tung und den Visirlinien nach allen in Betracht gezogenen 
Terrainpunkten. Mit Hülfe dieser Beobachtungen ist er im 
Stande, die verlangte Karte zu entwerfen. 



Digitized by VjOOQIC 



Darstellende Geometrie. 141 

Da man nämlicb die Winkel ß^ und ß^, welche von der 
Lothrichtnng mit den von den beiden Stationennach ein nnd dem- 
selben Terrainpnnkte B gehenden Yisirlinien gebildet werden, 
kennt, so liegt derselbe gleichzeitig anf zwei bestimmten nnd 
bekannten geraden Ereiskegeln, deren Axen in derselben ver* 
ticalen Geraden liegen, deren Spitzen um den Höhenunterschied 
beider Stationen von einander entfernt liegen nnd deren von 
der Axe nnd den Seitenlinien eingeschlossene Winkel gleich 
den beiden gemessenen Winkeln ß^y bez. /?, sind. Da ferner 
der Winkel q> bekannt ist, welchen die von der unteren Station 
nach den Punkten A und B gehenden Yisirlinien miteinander 
bilden, so liegt der Punkt B noch auf einem dritten geraden 
Kreiskegel, dessen geneigt liegende Axe die von der unteren 
Station nach dem Punkte Ä gehende Yisirlinie ist und dessen 
von der Axe und den Seitenlinien gebildeter Winkel gleich dem 
gemessenen Winkel (p ist. Der Punkt B liegt also gleichzeiüg 
auf drei ihrer Gestalt und Lage nach bestimmten geraden Kreis- 
kegeln und ist folglich ein Ptmkt ihres gemeinsamen Schnittes. ^^) 
Construirt man daher die horizontalen und verticalen Projec- 
üonen der drei Schnitte, in denen sich je zwei Kegel durch- 
dringen, so findet man die Lage des Punktes auf der Karte 
und um wieviel er höher oder tiefer als der Punkt A liegt. 

102. Ohne die Betrachtungen abzuändern, kann man die 
Construction mit Hülfe einiger früher auseinandergesetzten 
Methoden vereinfachen. Da die Winkel, welche die von der 
unteren Station nach dem Punkte A gehende Yisirlinie mit den 
nach allen übrigen Punkten gehenden einschliesst, und auch 
alle Winkel, welche diese sämmtlichen Yisirlinien mit der Loth- 
richtnng bilden, bekannt sind, so ist es leicht die letzteren 
Winkel auf den Horizont zu reduciren, d. h. ihre horizontalen 
Projectionen zu construiren [Ygl. Art. 22, 8. 32—33]. Wählt 
man also auf der Karte einen Punkt P' willkürlich aus, wel- 
cher die Projection [104] der verticalen Erhebungslinie des 
Luftballons darstellen soll, zieht durch denselben eine belie- 
bige Gerade a', welche die Projection der von den beiden 
Stationen nach dem Punkte A gehenden Yisirlinien vorstellen 
soll, und endlich durch denselben Punkt P' gerade Linien, 
b\ Cj . . ., deren mit der Projection a' gebildete Winkel 
gleich jenen auf den Horizont reducirten Winkeln sind, so muss 
offenbar auf jeder dieser Geraden die Horizontalprojection A\ 
B\ ... eines beobachteten Terrainpunktes A^ B^ ... liegen. 
Jetzt ist nur noch die Entfernung der Projection eines jeden 
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Terrainpiuiktes, z. B. des Punktes B' von dem Fnnkte P' zn 
bestimmen. Zn dem Zwecke wählt man anf der yerticalen 
Projection der Geraden, in welcher der Ballon aufgestiegen 
war, zwei Pnnkte ans, deren Abstand in Einheiten des Maass- 
stabes der Karte gleich dem Höhenunterschiede der beiden 
Ballonstationen ist, nnd zieht durch diese Punkte Gerade unter 
Winkeln gegen die Verticale, welche gleich den von den beiden 
Stationen nach dem Punkt B hin gemessenen Winkeln ß^ und 
ß^ sind; diese beiden Geraden schneiden sich in einem Punkte 
B"^ dessen senkrechter Abstand von der verticalen Projection 
der Erhebungslinie des Luftballons gleich der gesuchten Ent- 
fernung ist. Trägt man also diese Strecke auf der Geraden V 
von dem Punkte P aus bis B' ab, so erhält man in dem 
Punkte B' den dem Terrainpunkte B entsprechenden Punkt 
der Karte. Die beiden in der verticalen Projectionsebene ge- 
zogenen Geraden bestimmen durch ihren Schnittpunkt B" auch 
die Höhe des Terrainpunktes B, Wenn man also aus der 
verticalen Projection die Höhen aller Terrainpunkte über der- 
selben Horizontalebene entnimmt, so erhält man dadurch die 
Koten aller in die Karte eingetragenen Punkte und damit das 
gewünschte Nivellement des Terrains. 20) 

Diese Construction ist so einfach, dass eine Figur zu der- 
selben nicht nöthig ist. 

Da die Lage der von der Projection P' des Luftballons 
nach der Projection A' des Punktes A gezogenen Geraden a' 
willkürlich auf der Karte gewählt war, so folgt, dass die Karte 
nicht orientirt ist. Und in der That ergiebt sich aus den von 
uns angegebenen Messungen kein Umstand, welcher die Lage 
der beobachteten Terrainpunkte in Bezug auf die vier Himmels- 
richtungen bestimmen könnte. Misst der Ingenieur, nachdem 
er wieder auf ebener Erde angelangt ist, den Winkel, welchen 
die von der Aufstiegstelle P' nach einem der beobachteten 
TeiTainpunkte gerichtete Visirlinie mit dem Meridiane ein- 
schliesst, und trägt er diesen Winkel noch auf seiner Karte 
ein, so kennt er dann die Richtung des Meridians auf der Karte 
und damit ist dieselbe orientirt. 
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[105] 

Fünfter Theil. 

Erflmmuiig doppelt gekrflmmter Curven und krammer 
Flächen. 

Nützlichkeit des Unterrichtes in der darstellenden 
Geometrie auf den Mittelschulen. 

103. Die bisherigen Vorträge über darstellende Geometrie 
enthalten die hauptsächlichsten Methoden, deren Eenntniss man 
in den Künsten nöthig haben kann. 

Man sollte in allen ein wenig bedeutenderen Städten Mittel- 
schulen errichten, in welchen die jungen Leute, welche sich 
der Ausübung einer Kunst widmen wollen, im Alter von zwölf 
Jahren während zweier Jahre in den graphischen Constructionen 
unterrichtet und geübt und mit den wichtigsten Naturerschei- 
nungen, deren Kenntniss ihnen unerlässlich ist, vertraut ge- 
macht werden. Dieser Unterricht würde, da er den Verstand 
der Schüler schärft und sie an Genauigkeit und Bestimmtheit 
gewöhnt, in sicherster Weise zu der fortschreitenden Hebung 
der nationalen Industrie beitragen, und die Schüler würden, 
da sie daran gewöhnt werden, voUe Einsicht in die Dinge zu 
verlangen, später davor geschützt sein, von Betrügern irgend 
welcher Art getäuscht zu werden. Hätten wir uns nun nur 
das Ziel gesteckt, ein elementares Lehrbuch, welches dem Unter- 
richt an diesen Mittelschulen zur Grundlage dienen sollte, zu 
schreiben, so müssten wir hiermit die allgemeinen Betrachtungen 
abschliessen und sofort zu den nützlichsten und am häufigsten 
gebrauchten Anwendungen übergehen. Wir müssen aber nicht 
nur auf die Schüler dieser Mittelschulen, sondern auch auf die 
Lehrer Bedacht nehmen. 

In den Lehrplan des Volksunterrichtes soll man nur ein- 
fache Dinge, deren Kenntniss täglich nützlich sein kann, auf- 
nehmen. Wen anders aber als den Lehrer kann ein Künstler 
um Bath fragen, wenn ihm gelegentlich in seinem Leben eine 
Schwierigkeit entgegentritt, von welcher in dem Schulunter- 
richte keine Rede gewesen ist? Und wie kann der Lehrer 
im Stande sein, die ihm vorgelegte Frage zu beantworten und 
die erbetene Auskunft zu geben, wenn er nicht mit weit 
allgemeineren Betrachtungen und Untersuchungen als denen, 
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welche den gewöhnlichen Gegenstand des Unterrichtes bilden, 
vertraut ist? 

Um die Lehrer mit einigen al^emeinen Eigenschaften der 
Cnrven und Flächen — Eigenschaften, für deren Verwendung 
man in den Künsten oft Gelegenheit findet — bekannt zn 
machen, wollen wir einige Vorlesungen auf die Untersuchung 
der Krümmung von doppelt gekrümmten Curven und krummen 
Flächen verwenden. 

[106] Ebene und doppeltgekrümmte Curven, 
ihre Evoluten, Evolventen und Krümmungsradien. 

104. Wenn eine in einer Ebene liegende Gerade sich um 
einen bestimmten ihrer Punkte dreht, so beschreiben bekannt- 
lich ihre sämmtlichen anderen Punkte concentrische Kreise um 
jenen Punkt. Jede Curve kann man sich in ähnlicher Weise 
durch Bewegung eines Punktes erzeugt denken. 




Fig. 58. 

(Fig. 58) Es sei k eine beliebige ebene Curve. Lässt man 
nun eine Gerade t^ welche eine Tangente an die Curve k ist, 
sich so bewegen, dass sie, ohne zu gleiten, die Curve Ä; stets 
berührt, so beschreibt bei dieser rollenden Bewegung jeder 
Punkt jP dieser Geraden eine Curve w, welche offenbar die 
folgenden Eigenschaften besitzt. 
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Jedes Element PP^ der erzeugten Curve u steht senkrecht 
anf der entsprechenden Richtung der Geraden f, da es dieselbe 
Richtung hat, welche das Element eines um den Punkt K als 
Mittelpunkt mit dem Radius KP beschriebenen Kreisbogens in 
dem Punkte P besitzt. Folglich ist die Tangente in dem 
Punkte P an die Curve u senki-echt zu der durch diesen Punkt 
gehenden und die Curve k berührenden Geraden t 

Liegt der Punkt P auf der Seite der Geraden t^ mit welcher 
sie sich bei ihrer rollenden Bewegung der Curve k nähert, so 
läuft die Curve u auf die gegebene Curve k zu und triflft sie 
schliesslich, wenn der erzeugende Punkt mit dem Berührungs- 
punkte der Geraden, welche dann die Lage t^ angenommen 
haben mag, in dem Punkte P, zusammenfällt. Die Curve u 
schneidet aber in diesem Punkte P, nicht die Curve ä, sondern 
der erzeugende Punkt und mithin auch die Curve u wird in 
demselben von der Curve k reflectirt. Und da die erzeugte 
Curve u immer senkrecht auf der bewegten Geraden t ist, so 
treffen die beiden Curvenzweige PP^ und P^P^ unter rechten 
Winkeln auf die Gerade t^ und folglich auch auf die Curve k 
auf; die beiden Zweige der Curve u berühren sich also in dem 
Punkte P,.2i) 

Den Punkt P^, in welchem die Curve u in der Weise sich 
wieder zurückwendet, dass sich ihre beiden Zweige berühren, 
nennt man Rückkehrpunkt. 

Die Curve k^ auf welcher die Gerade t abrollt, heisst die 
Evolute der Curve w, weil ein beliebiger Bogen KP^ der- 
selben gleich [107] dem abgewickelten Theile KP der beweg- 
lichen Geraden t ist, und umgekehrt heisst die Curve u die 
Evolvente der Curve k. Weil man nun ebenso viele Curven 
w, u, . . . in dieser Weise erzugen kann, als man Punkte P, 
?ß, . . , auf der Geraden t als erzeugende Punkte annimmt, 
so leuchtet unmittelbar ein, dass zu einer Evolute k unendlich 
viele verschiedene Evolventen gehören, so z. B. zu der Evo- 
lute k die Evolventen «*, u, . . ., welche die Eigenschaft haben, 
sämmüich dieselben Normalen zu besitzen. Wir werden binnen 
Kurzem zeigen, dass umgekehrt auch jede Curve, als Evolvente 
betrachtet, unendlich viele Evoluten besitzt. 

105. Man verwendet in der Technik einige Evolventen und 
vorzüglich die Kreisevolvente; diese ist eine spiralförmige Cui've 
mit unendlich vielen Windungen, von denen je zwei aufein- 
anderfolgende einen constanten Abstand gleich dem Umfange 
des Evolutenkreises von einander haben. Die Gestalt von 

Ostwald's Klassiker, 117. 10 
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Ereisevolyentenbogen gîebt man z. B. den Hebedanmen von 
rotirenden Wellen, welche in den Pochwerken nnd 8tampf- 
mtthlen Stampf balken heben, weil dann der Berühmngspnnkt 
des Hebedanmens mit dem Hebezapfen des Stampf balkens stets 
in derselben Verticalen liegt nnd dadurch die Kraft, welche die 
Daumenwelle ausübt, um den Stampfbalken in die Höhe zu 
heben, constant ist. Vatuxmson^'^) gebrauchte häufig die Kreis- 
evolvente als Verzahnungscurve, um die Bewegung einer roti- 
renden Welle auf eine andere, ihr parallele zu übertragen, 
besonders wenn die Verzahnung genau angefertigt sein musste 
nnd die Bewegung der einen Welle auf die andere plötzlich, 
'Ohne den geringsten Zeitverlust, übertragen sollte. 

106. Wir haben in dem Artikel 104 gezeigt, wie die 
Evolvente ans der Evolute erzeugt werden kann. Es ist leicht 
-ZU zeigen, wie umgekehrt die Evolute aus der Evolvente ent- 



Fig. 59. 

Bteht Wie wir gesehen haben, sind alle Normalen der Evol- 
vente Tangenten an die Evolute. Zieht man also (Fig. 59) 
durch alle Punkte P, P^, . . . einer gegebenen Curve u die 
Normalen, so ist die Curve Ä, welche von allen diesen Nor- 
malen berührt wird, die Evolute der Curve u, und die Nor- 
malen t, t^ zweier unendlich benachbarten Punkte P, P^ schneiden 
:^h in. einem Punkte K der Evolute; dieser Punkt K kann be- 
.tr>achtet werden als Mittelpunkt eines kleinen Kreisbogens, welcher 
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mît dem Radius KP beschrieben ist [108] uud also dieselbe 
Krümmung bat wie der zugehörige Bogen PP^ der betrachteten 
Cürve u. Der Radius KP des Kreises, welcher dieselbe Krüm-» 
mung besitzt wie der unendlich kleine Bogen PP^ der Curve w, 
heisst der Krümmungsradius dieses Bogenelementes, und der 
Punkt JT, in welchem sich die beiden unendlich benachbarten 
Kormalen t^ t^ schneiden, der Krümmungsmittelpunkt. 
Die Krümmung eines Bogenelementes ist bekannt, wenn man 
die Lage seines Krümmungsmittelpunktes kennt. 

107. Bisher haben wir vorausgesetzt, dass die Curven ebene 
sind, und nur das betrachtet, was in ihrer Ebene geschieht. 
Jetzt gehen wir aber zu Curven doppelter Krümmung, wie 
sie durch den Schnitt zweier krummer Flächen erzeugt werden, 
über. 

Denkt man sich durch den Mittelpunkt eines Kreises und 
senkrecht zu seiner Ebene eine Gerade gezogen und beider- 
seits in das Unendliche verlängert, so hat bekanntlich jeder 
Punkt derselben von allen Punkten der Kreisperipherie gleichen 
Abstand. Wenn sich also eine Strecke, deren einer Endpunkt 
auf der senkrechten Geraden und deren anderer Endpunkt auf 
der Kreisperipherie liegt, so um die Senkrechte als Axe dreht, 
dass sie beständig denselben Winkel mit ihr einschliesst, so er- 
zeugt ihr bewegter Endpunkt die Peripherie des Kreises mit 
der gleichen Genauigkeit, als wenn man den Radius des Kreises 
sich um seinen Mittelpunkt drehen lässt. Die Zeichnung des 
Kreises mit Hülfe seines Radius ist nur ein specieller Fall der 
obigen Erzeugung, durch ihre Einfachheit aber geeigneter, 
çine Vorstellung von dem Vcriaufe des Kreises zu geben. In 
gewi^en Fällen jedoch kann die allgemeinere Erzeugungs- 
weise Vortheile gegenüber der speciellen mittelst des Radius 
gewähren; wählt man nämlich auf der senkrechten Axe awei 
Punkte als Pole, welche auf entgegengesetzten Seiten der Kreis- 
ebene liegen, zieht man dann von ihnen zwei sich in einem 
Punkte der zu erzeugenden Kreisperipherie schneidende Ge- 
rade, welche man in diesem Punkte fest miteinander verbunden 
denkt, und lässt man sich das ganze System um die Axe drehen, 
so erzeugt der feste Schnittpunkt beider Geraden die Kreis- 
peripherie, ohne dass es nöthig ist, die Ebene, in welcher der 
Kreis liegen muss, vorher wirklich herzustellen. 

J08. (Fig. 60) Es sei u eine beliebige Curve doppelter Krüm- 
mung. Durch irgend einen Punkt P derselben legt man eine 
Pbene N seiikr0oht zu der Curventangente in P {109] und ebenso 
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durch den unendlich benachbarten Punkt P^ ' eine Ebene N^ 
senkrecht zu der Curventangente in P^. Beide Ebenen schnei- 
den sich in einer Geraden t, welche die Axe des Kreises ist, 




Fig. 60. 

als dessen Theil das Bogenelement PP^ aufgefasst werden 
kann; fällt man also von den Punkten P und P, Lothe auf 
die Axe t, so haben dieselben gleiche Länge und schneiden 
sich in demselben Punkte K der Axe, welcher der Mittelpunkt 
des Kreises ist. Jeder der anderen Punkte G, H, J^ ... der 
Geraden t hat von aUen Punkten des Bogenelemientes PP^ 
ebenfalls gleiche Entfernung und kann daher als Pol desselben 
betrachtet werden. Zwei von einem beliebigen Punkte Q der 
Axe t nach den Punkten P, P^ gezogene Gerade OPj OP^ 
haben folglich gleiche Länge und schliessen mit der Axe t gleiche 
Winkel ^ PQA^=:^^ P^OA ein. Um also die Krümmung 
der Curve in dem Punkt P zu bestimmen, muss man die Länge 
des Krümmungsradius KP und, um den Sinn der Krümmung 
zu bestimmen, die Lage des Punktes K im Räume angeben. 
Handelt es sich aber nur darum den kleinen Kreisbogen PP^ 
zu beschreiben, so ist es gleichgültig, ob man die Gerade OP 
um die Axe <, ohne den Winkel ^6^ P zu verändern, oder 
den Krümmungsradius KP senkrecht zu der Axe sich drehen 
lässt. 

Die Gerade t kann daher als der geometrische Ort der 
Pole des Bogenelementes PP^ betrachtet werden; der Krüm- 
mungsmittelpunkt dieses Bogenelementes ist derjenige Pol, 
dessen Abstand von dem Bogenelement ein Minimum ist, und 
der zugehörige Elrümmungsradius das von dem Bogenelement 
auf die Axe t gefällte Loth. 

109. Führt man jetzt für alle Punkte einer Curve doppelter 
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Krümmung u (Fig. 61) die Constrnction dnrch, welche wir so- 
eben für eines ihrer Elemente beschrieben haben, d. h. legt 
man durch alle Punkte P, P^, P,, P,, . . . Ebenen N, N, N„ 
N3, ... senkrecht zu den Tangenten in den zugehörigen Cur- 




Fig. 61. 

yenpunkten, so schneidet die erste dieser Ebenen die zweite 
in einer Geraden i^ welche der geometrische Ort aller Pole 
des Bogens FF^ ist, und die zweite Ebene die dritte in einer 
Geraden t^ , welche der geometrische Ort aller Pole des Bogens 
P^ P, ist, und so fort. Die Schaar aller dieser Schnittgeraden 
oder die krumme Fläche, welche sie in ihrer Gesammtheit 
bilden, ist der geometrische Ort aller Pole der ganzen Curve 
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w, da die Curve keinen Pol hat, welcher nicht auf dieser 
Fläche liegt, und umgekehrt die Fläche keinen Punkt enthält, 
welcher nicht der Pol irgend eines Elementes der Curve u ist.^^j 



[110] 

Die krumme Fläche, welche der geometrische Ort 
der Evoluten einer Curve doppelter Krümmung ist. 

Bemerkenswerthe Eigenschaft der Evoluten auf 

dieser Fläche. Erzeugung einer doppeltgekrümmten 

Curve durch stetige Bewegung. 

110. Ehe wir weitergehen, müssen wir einige Eigenschaften 
auseinandersetzen, welche die Flächen der vorstehend erwähnten 
Art, ganz unabhängig von der zu ihrer Erzeugung benutzten 
Curve w, besitzen. 

Diese Flächen können ohne Zerreissung und ohne Faltung 
in die Ebene abgewickelt werden. In der That sind die von 
den erzeugenden Geraden begrenzten Elemente der Fläche tt^ , 
hh^ hhi ' • • (^^S- ^^) iiiiendlich schmale ebene Streifen, welche 
längs dieser Geraden aneinandergrenzen. Man kann sich daher 
immer denken, dass das erste Element tt^ sich um die Gerade 
t^ als Axe dreht, bis es in der Ebene des folgenden Elementes 
t^t^ liegt; dass sich dann beide Elemente zusammen um die 
Gerade t^ drehen, bis sie in der Ebene des dritten Elementes 
t^t^ liegen, und so fort. Daraus ergiebt sich die Möglichkeit, 
auf die Weise alle Elemente der krummen Fläche ohne Zer- 
reissung in eine Ebene abzuwickeln. 

In gleicher Weise wie die Normalebenen der Curve u durch 
ihre aufeinanderfolgenden Schnittgeraden eine krumme Fläche, 
an welche sie selbst Tangentialebenen sind, bilden, schneiden 
sich die aufeinanderfolgenden Schnittgeraden in Punkten einer 
Curve doppelter Krümmung, deren Tangenten die Schnittgeraden 
selbst sind. Denn zwei aufeinanderfolgende dieser Geraden 
sind Schnitte derselben Normalebene mit der unmittelbar vor- 
hergehenden und der unmittelbar folgenden Normalebene; diese 
beiden Geraden liegen also in einer Ebene und schneiden sich 
daher in einem Punkte. Die Gesammtheit aller dieser Schnitt- 
punkte aber bildet eine bemerkenswerthe Curve auf der ab- 
wickelbaren Fläche. Yerlängeii; man nämlich alle Geraden, 
nachdem sie sich auf dieser Curve geschnitten haben, darüber 
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hinaus, so bilden ihre Yerlängerangen eine zweite Schale der 
Fläche, und diese Schale ist von der ersten, welche von den 
Theilen der Geraden, die vor den Schnittpunkten liegen, ge- 
bildet wird', verschieden. Die beiden Schalen grenzenflängs 
der Cnrve aneinander, welche in Bezug auf die ganze Fläche 
eine wirkliche Rtlckkehrkante ist. 

(Fig. 62) Von dem Punkte P der Curve w, durch welchen die 
erste Normalebene N hindurchgelegt ist, werde in dieser Ebene 




Fig. 62. 

in beliebiger Richtung die Gerade PG gezogen, bis sie die 
Gerade t in dem Punkte O schneidet; dann ziehe man in der 
zweiten Normalebene N, durch die Punkte P, und O eine 
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Gerade und verlängere sie bis zu ihrem Schnittpunkte 0^ mit 
der Geraden t^ ; femer ziehe man in gleicher Weise die Gerade 
P^G^G^j und fahre so foii;. [111] Die Curve, welche durch 
alle Punkte ö, G^, Ö,, ... geht, ist eine Evolute der Curve 
w; denn alle Geraden PG, P^G^, P^G^, ... sind Tangenten 
an die Curve GG^G^ . . . , da sie die geradlinigen Ver- 
längerungen von Elementen dieser Curve sind. Denkt man 
sich femer, dass die erste dieser Geraden PG sich um die 
Gerade t als Axe dreht, bis sie mit der folgenden Geraden 
P^ G zusammenfällt, so bleibt sie dabei stets Tangente an die 
Curve G G^G^ . . ., und ihr Endpunkt P fällt, nachdem er 
den Bogen PP^ durchlaufen hat, mit dem Endpunkte P^ der 
zweiten Geraden PG zusammen. Lässt man dann die zweite 
Gerade P^ G^ sich um die Gerade t^ als Axe drehen, bis sie 
mit der dritten Geraden P, G^ zusammenfällt, so bleibt sie 
dabei ebenfalls immer Tangente an die Curve GG^G^ , , , und 
ihr Endpunkt P^ liegt immer auf dem Curvenelement P^P^. 
Die Curve GG^G^. , , hat also die Eigenschaft, dass ein be- 
stimmter Punkt einer beliebigen ihrer Tangenten die Cui-ve 
u erzeugt, wenn diese Tangente sich an der Curve GG^ G^, 
dieselbe stets berührend, entlang bewegt, ohne in ihrer Längs- 
richtung zu gleiten. Folglich ist die Curve GG^G^ , , . eine 
Evolute der Curve u. Da aber die Richtung der ersten Ge- 
raden PG ganz willkürlich angenommen war, so kann man 
in der ersten Normalebene N statt PG auch irgend eine an- 
dere Gerade ziehen und erhält dann eine andere Curve, welche 
ebenfalls eine Evolute der Curve u ist. Jede Curve besitzt 
mithin unendlich viele Evoluten, welche sämmtlich auf der 
von den Schnittgeraden der Normalebenen gebildeten krummen 
Fläche liegen. 

Da die Geraden P^ G^ und P, G^ mit der Geraden t^ gleiche 
Winkel einschliessen und das Element ö, G^ die Verlängerung 
der Geraden P, G^ ist, so folgt, dass die beiden aufeinander- 
folgenden Elemente G G^ und G^ (?, der Evolute GG^G^ . . . 
gleiche Winkel mit der Geraden t^ bilden. Bei der Abwicke- 
lung der krummen Fläche in die Ebene werden diese Winkel 
nicht geändert und bleiben einander gleich; daher müssen 
zwei aufeinanderfolgende Elemente der mit der krummen Fläche 
in die Ebene abgewickelten Curve GG^G^ . . , gleiche Winkel 
mit der Geraden t^ bilden und mithin dieselbe Richtung haben. 
Daraus folgt, dass jede Evolute einer doppelt gekrümmten Curve 
eine gerade Linie wird, wenn die Fläche, auf welcher alle 
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-Evoluten der Raumenrve liegen, in die Ebene abgewickelt 
wird, und daher ist jede Evolute die kürzeste Linie, welche 
man auf der abwickelbaren Fläche zwischen zwei Punkten 
ziehen kann. 

Aus dieser Eigenschaft ergiebt sich ein bequemes Verfahren, 
um eine beliebige Evolute [112] einer Curve doppelter Krüm- 
mung zu erhalten, wenn die abwickelbare Fläche, auf welcher 
alle Evoluten liegen, gegeben ist. Man braucht nur durch ir- 
gend einen Punkt der Curve u einen Faden als Tangente an 
die gegebene Fläche zu führen, ihn von dem Berührungspunkte 
an um die Fläche hernmzubiegen und zu spannen. Durch die 
Spannung nimmt der Faden auf der Fläche die Richtung einer 
kürzesten Linie an und schmiegt sich folglich der Fläche längs 
einer Evolute an. 

111. Man erkennt hieraus, wie es möglich ist, eine belie- 
bige Curve doppelter Krümmung durch eine stetige Bewegung 
zu erzeugen. Denn wenn eine abwickelbare Fläche, welche 
von allen Normalebenen der zu erzeugenden Curve berührt 
werden soll, und ausserhalb derselben ein Punkt, durch welchen, 
die Curve gehen soll, gegeben sind, so legt man von demselben 
an die gegebene Fläche zwei tangirende Fäden, wickelt sie 
auf die Fläche auf, spannt sie und befestigt sie mit ihren 
Enden; dann hat der Punkt, in welchem sich die beiden Fäden 
vereinigen, die Möglichkeit, sich mit der Tangentialebene an 
die gegebene krumme Fläche zu bewegen, ohne auf einem der 
Fäden zu gleiten, und erzeugt bei dieser Bewegung die ver- 
langte Curve. 

112. Alles was wir soeben für die Curven doppelter Krüm- 
mung gesagt haben, gilt in gleicher Weise für ebene Curven, 
mit dem einzigen Unterschiede, dass alle Normalebenen und 
folglich auch alle ihre Schnittgeraden auf der Ebene der ge- 
gebenen Curve n senkrecht stehen. Diese Geraden sind mit- 
hin zu einander parallel, und die abwickelbare Fläche, welche 
von allen Normalebenen berührt wird, ist eine Cylinderfläche, 
deren senkrechter Schnitt die gewöhnliche Evolute der Curve 
ist. Diese Cylinderfläche enthält aber ebenso alle doppelt 
gekrümmten Evoluten der ebenen Curve, und jede Evolute 
schHesst mit allen geradlinigen Erzeugenden der Cylinderfläche 
gleiche Winkel ein. So z. B. ist die gewöhnliche Schrauben- 
linie eine Evolute der Evolvente desjenigen Kreises, welcher 
die Basis der Cylinderfläche, auf der die Schraubenlinie liegt, ist; 
und zwar ist jede Schraubenlinie, welche Ganghöhe sie auch 
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haben mag, wenn nur der Dnrchmesser des Cylinders stets 
der gleiche bleibt, eine Evolute dieser Kreisevolvente. 



[113] 

Krumme Flächen. Die beiden Krümmungen in einem 
Punkte der Fläche. 

113. Nachdem wir die Theorie der Curven doppelter Krüm- 
mung entwickelt haben, wollen wir uns noch mit den krummen 
Flächen beschäftigen. Dieser Gegenstand gehört zwar zu denen, 
welche sich weit leichter mit Hülfe der Analysis, als durch ein- 
fache geometrische Betrachtungen behandeln lassen; da aber die 
Resultate, zu denen dieser Gegenstand führt, für viele Künstler, 
von welchen man nicht annehmen kann, dass sie mit analy- 
tischen Operationen vertraut sind, von grossem Nutzen sein 
können, so wollen wir hier versuchen, sie auf Grund von 
geometrischen Betrachtungen allein zu erhalten. Dieses Ver- 
fahren bringt in die Theorie der Flächenkrümmung die ihm 
eigenthümHche Duichsichtigkeit und Verständlichkeit, führt aber 
dafQr auch langsamer zum Ziele. 

In Bezug auf ihre Krümmungen können die Flächen in 
drei Klassen eingetheilt werden. Die erste derselben umfasst 
alle Flächen, welche in jedem ihrer Punkte keine Krümmung 
besitzen, und enthält also als einzige Art die Ebene, welche 
natürlich beliebig im Räume liegen kann. Die Flächen der 
zweiten Klasse haben in jedem ihrer Punkte nur eine einzige 
Krümmung; hierher gehören im Allgemeinen alle abwickelbaren 
Flächen, bei welchen man zwei aufeinanderfolgende Elemente 
— diese Elemente in der Richtung der Erzeugenden der Kegel- 
fläche als unbegrenzt gross gedacht — als Theile einer Kegel- 
fläche ansehen kann. Alle übrigen Flächen endlich bilden die 
dritte Klasse; in jedem Punkte einer solchen Fläche giebt es 
zwei bestimmte Krümmungen, welche, im Allgemeinen unab- 
hängig von einander, sich von Punkt zu Punkt ändern. 

114. Es sei (Fig. 63) ABGD eine unbegrenzte Cylinder- 
fläche mit beliebiger Basis , auf welcher wir einen Punkt P 
beliebig wählen. Durch diesen Punkt P ziehen wir die gerad- 
linige Erzeugende g und schneiden durch eine zu dieser Ge- 
raden senkrechte Ebene die Curve DPE aus. Dieser Schnitt 
ist parallel und congment zu der Basislinie des Cylinders. End- 
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Fig. 63. 



lieh ziehen wir durch den Punkt P die Flächennormale PZ", 
welche senkrecht zu der Erzeugenden g ist und folglich in 
der Ebene des Schnittes DPE liegt. 
Da die Normale femer senkrecht auf 
der im Punkte P an die Schnittcurve 
gezogenen Tangente steht, so muss 
sie senkrecht zur Tangentialebene an 
die Cylinderfläche in dem Punkte P 
sein. Wählt man auf der Fläche noch 
zwei, dem Punkte P unendlich be- 
nachbarte Punkte, und zwar den einen 
Punkt Q auf derselben Erzeugenden g, 
den andern E auf dem [114] senk- 
rechten Schnitte DPE^ und zieht man 
in jedem dieser beiden Punkte die 
Normale zu der Fläche, so liegt jede 
der beiden Normalen OL, EK in 
einer Ebene mit der ersten Normalen 
PK; die Ebene, in welcher die Nor- 
malen PKj QL liegen, ist aber ver- 
schieden von der Ebene der Nor- 
malen PKj RK Denn da die Tan- 
gentialebene in dem Punkte P auch im Punkte Q die Cylinder- 
fläche berühren muss, so sind die beiden Geraden PK^ QL 
senkrecht zu derselben Ebene, folglich zu einander parallel 
und daher in einer Ebene gelegen; diese beiden parallelen 
Geraden können wir als sich im Unendlichen schneidend be- 
trachten. Die Normalen PK, PK liegen offenbar in der Ebene 
des zu den Erzeugenden senkrechten Schnittes DPE und 
schneiden sich also in einem bestimmten Punkte K dieser 
Ebene. Daraus folgt, dass die beiden Ebenen, welche je zwei 
der drei Normalen enthalten, nicht nur von einander verschie- 
den, sondern auch zu einander senkrecht sind. 

115. Wählt man dagegen auf der Cylinderfläche einen 
beliebigen anderen Punkt S, welcher dem Punkte P ebenfalls 
unendlich nahe liegt, so liegt die Flächennormale dieses Punktes 
mit der ersten Normale PK nicht in einer Ebene, und folg- 
lich können sich beide Normalen nicht schneiden. Denn wenn 
man durch den Punkt S senkrecht zu der Fläche einen neuen 
Schnitt FS G führt, welcher die durch den Punkt P gehende 
geradltuige Erzeugende in einem Punkte Q schneidet, so 
liegt die Normale SL in der Ebene dieses Schnittes. Die 
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beiden Normalen PK nnd SL liegen also in zwei parallelen 
Ebenen und würden folglich nur dann in einer Ebene liegen 
können, wenn sie selbst zu einander parallel sind, was aber 
nicht der Fall sein kann; denn wie wir gesehen haben, ist 
die Normale OL in dem Punkte Q wohl parallel zu der 
Normalen PK in dem Punkte P, nicht aber parallel zu der 
Normalen SL in dem Punkte S. Es können also die beiden 
Normalen PK^ SL nicht zu einander parallel sein, folglich 
auch nicht in derselben Ebene liegen und sich daher niemals 
schneiden. 

116. Will man also von einem beliebigen Punkte einer 
Cylinderfläche zu 'einem unendlich benachbarten übergehen, 
sodass die in den beiden Punkten gezogenen Normalen der 
Fläche in einer Ebene liegen und sich im Endlichen oder, 
wenn nöthig, im Unendlichen schneiden, so kann man nur dies 
in zwei verschiedenen Richtungen [115] thun: 

1) in der Richtung der geradlinigen- Erzeugenden der Fläche, 
in welchem Falle die zweite Normale die erste im Unendlichen 
schneidet, und 

2) längs des zu den geradlinigen Erzeugenden senkrechten 
Schnittes, in welchem Falle die zweite Normale die erste in 
einem Punkte * schneidet, dessen Abstand von der Fläche 
von der Krümmung der Cylinderbasis in dem entsprechenden 
Punkte abhängt; die beiden Richtungen stehen auf einander 
senkrecht. 

Die beiden Schnittpunkte der drei Normalen sind also die 
einzig möglichen Krümmungsmittelpunkte des betrachteten 
Flächenelementes. Die beiden verschiedenen Ebenen, welche 
durch die erste Normale und eine der beiden anderen gehen, 
geben die Richtungen dieser beiden Krümmungen an, und die 
Abstände des Oberflächenpunktes von den beiden Normalen- 
schnittpunkten sind die beiden Krümmungsradien. Bei den 
Cylinderflächen ist, wie aus dem Vorstehenden unmittelbar 
folgt, einer dieser Krümmungsradien stets unendlich gross, 
während die Grösse des anderen von der Gestalt der Cylinder- 
basis abhängt; in jedem Punkte der Fläche giebt es daher 
nur eine endliche, von Null verschiedene Krümmung, während 
die andere unendlich klein ist. 

Die soeben gegebenen Betrachtungen lassen sich leicht anf 
alle abwickelbaren Flächen ausdehnen, da bei diesen zwei 
benachbarte, in der Richtung der erzeugenden Geraden unbe- 
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grenzte Elemente stets als Theile einer bestimmten Cylinder* 
fläche betrachtet werden können. 

Wir gehen sofort zu dem allgemeinen Falle beliebiger 
krummen Flächen über. 

117. Es sei (Fig. 64) HJKL eine beliebige krumme Fläche, 
an welche man durch einen willkürlich auf ihr gewählten Punkt 
P eine Tangente g zieht; die Lage dieser Geraden ist nicht 
bestimmt, sondern kann in der Tangentialebene, welche die 
Fläche in dem Punkte P berührt, beliebig gewählt werden. 
Lässt man dann die Gerade g sich so bewegen, dass sie stets 
zu sich selbst und zu der Tangente an die Fläche parallel bleibt, 
so erzeugt sie eine gewisse Cylinderfläche, deren Basis von 
der Gestalt der krummen Fläche abhängt, und welche die 
krumme Fläche längs einer durch die Bewegung des Berüh- 
rungspunktes der Geraden g erzeugten Curve PKQHP be- 
rührt. Diese Berührungslinie ist im Allgemeinen eine Curve 
doppelter Krümmung. 

118. In dem ganz speciellen Falle der Flächen zweiten 
Grades [116], d. h. der Flächen, welche von einer beliebigen 
Ebene stets in einem Kegelschnitte geschnitten werden, ist die 
Bertthrungslinie mit einer einhüllenden Cylinderfläche immer 
eine ebene Curve, welche Richtung auch die erzeugende Gerade 
der Cylindei-fläche haben mag. 

119. Ein wenig allgemeiner ist der folgende Fall. Die 
betrachtete krumme Fläche entsteht durch die Bewegung einer 
ebenen Curve, welche in ihrer Ebene fest liegt, aber mit dieser 
zusammen beweglich ist, und zwar geschieht die Bewegung so, 
dass die Ebene auf zwei gegebenen krummen Flächen rollt. 
In jedem Punkte einer so erzeugten Fläche giebt es danû 
eine bestimmte der Geraden g zu gebende Richtung, für welche 
die von dieser Geraden g erzeugte Cylindei*fläche die krumme 
Fläche in einel- ebenen Curve berührt; die erzeugende Gerade 
dieser Cylinderfläche muss senkrecht auf der beweglichen Ebene, 
welche durch den betrachteten Punkt geht, stehen. Die üm- 
drehungsflächen bilden nur einen speciellen Fall der hier be^ 
trachteten krummen Flächen. Denn zieht man durch einen 
beliebigen Punkt einer ümdrehungsfläche die Tangente g an 
die Fläche, welche senkrecht auf der Ebene des durch den 
betrachteten Punkt gehendem Meridians steht, und lässt die 
Gerade g sich dann so bewegen, dass sie stets Tangente an die 
Fläche und senkrecht zu derselben Meridiaoebene bleibt, so 
durchläuft ihr Berührungspunkt mit der Fläche genau die Peri- 
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pherie des Meridians selbst, und die Gerade g erzeugt eine 
Cylinderfläche , welche die gegebene Umdiyhungsaäclie längs 
dieses Meridians, also längs einer ebenen Gurre berührt. 

120. In jedem anderen Falle berührt eine Cylinderfläche, 
welche einer beliebigen krummen Fläche HJKL umschrieben 
ist, dieselbe in einer doppeltgekrümmten Curve PKQHP, 

Die Tangente g^ welche man zunächst willkürlich in der 
Tangentialebene in dem Punkte P der Fläche gezogen hat, 
schliesst mit der Tangente ^, welche die Berührungscurve 

PKQHP in dem Punkte P 
berührt, einen Winkel OPT 
= y ein, dessen Grösse von 
der Beschaffenheit der 
krummen Fläche und der 
willkürlich gewählten Rich- 
tung der Geraden g ab- 
hängt. Ändert man, was 
in jedem einzel^ien Falle 
immer möglich ist, diese 
Richtung so, dass die Ge- 
rade noch Tangente an die 
Fläche in dem Punkte P 
ist, [117] und lässt man 
sie sich parallel zu dieser 
neuen Lage ^,, die gege- 
bene krumme Fläche stets 
berührend, bewegen, so ent- 
steht ein zweiter, der ge- 
gebenen Fläche umschriebener Cylinder, welcher sie längs 
einer anderen Curve doppelter Krümmung berührt. Diese neue 
Berührungslinie geht auch durch den Punkt P und ihre Tan- 
gente t^ in diesem Punkte schliesst mit der neuen Richtung 
g^ der erzeugenden Geraden einen Winkel ein, welcher von 
dem Winkel y^ gebildet von den Geraden g und t^ verschie- 
den ist. 

Wir variiren nun die Richtung der berührenden Geraden g 
so lange, bis dass der von ihr erzeugte Cylinder die gegebene 
Fläche in einer Curve berührt, deren Tangente im Punkte P 
senkrecht zu der erzeugenden Geraden g des Cylinders ist. 

Es sei irgend eine krumme Fläche gegeben, auf welcher 
man einen bestimmten Punkt P ins Auge fasst. In der fol- 
genden Figur 65 sei BPE die Tangente an die Fläche in dem 




Fig. 64. 
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Punkte P, deren Richtung die vorstehend gewünschte ist; d. h. 
bewegt sich die Gerade BE parallel zu sich selbst und immer 
die gegebene Fläche berührend, so erzeugt sie die Cylinder- 
fläche ABGDEF^ welche die gegebene Fläche in einer Curve 




Fig. 65. 

berührt, deren Tangente in dem Punkte P senkrecht zu der 
Geraden BE ist. Die Berührungslinie der beiden Flächen ist 
zwar eine Curve doppelter Krümmung, aber in dem Punkte P 
fällt ihr Bogenelement zusammen mit dem Elemente PQ der 
Schnittcurve HQPJ der Cylinderfläche mit der zu der gerad- 
linigen Erzeugenden BE senkrechten Ebene. Die beiden End- 
punkte P, Q dieses Elementes liegen gleichzeitig auf beiden 
Flächen, da sie auf der Beiührungslinie beider liegen; zieht 
man durch die Punkte P, Q die Normalen PK^ QK des 
Cylinders, so sind dieselben auch Normalen der Berührungs- 
linie. Nun liegen die beiden Normalen in derselben, zu 
der Erzeugenden BE des Cylinders senkrechten Ebene und 
müssen sich daher in einem Punkte K schneiden, welcher der 
Krümmungsmittelpunkt des Bogens PQ ist. Wählt man also 
auf einer beliebigen krummen Fläche zwei Punkte P und 0, 
welche auf der Berührungslinie der Fläche mit demjenigen 
Cylinder, dessen geradlinige Erzeugende senkrecht auf dem 
Elemente PQ dieser Berührungslinie steht, gelegen sind, so 
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liegen die Nonnalen der gegebenen Fläche in diesen Punkten 
in einer Ebene und schneiden sich in einem Punkte, welcher 
der Erümmnngsmittelpnnkt der Fläche in der lUchtnng der 
durch die beiden Normalen bestimmten Ebene ist. 

[118] 121. Wenn man (Fig. 66) auf der Geraden BE einen 

unendlich benachbarten Punkt P nimmt und durch denselben 
eine Normale zu der Cylindei*fläche zieht, so ist diese Normale 
parallel zu der Normalen PK^ ist aber nicht auch Normale der 
gegebenen Fläche. Die durch die Geraden BE und PK be- 
stimmte Ebene schneide die gegebene Fläche in der Curve 
MPRN\ lässt man nun die Gerade BE sich so, dass sie stets 
Tangente an die gegebene Fläche ist, bewegen, bis sie die 
unendlich benachbarte Lage B^E^ annimmt und die Fläche in 
dem P unendlich nahe liegenden Punkte R berührt, und lässt 
man dann die Gerade sich weiter so bewegen , . dass sie der 
Geraden B^RE^ stets parallel und Tangente an die Fläche 
bleibt, so erzeugt sie eine zweite Cylinderfläche A^ B^ G^ D^ E^ F^ , 
welche sowohl der Gestalt als der Lage nach nur unendlich 
wenig von der ersten Cylinderfläche verschieden ist, und deren 
Berührungslinie mit der gegebenen krummen Fläche durch den 
Punkt R geht. Die Normale RL der zweiten Cylinderfläche 
ist zugleich auch die Normale der gegebenen krummen Fläche 
in dem Punkte R, Sie liegt mit der durch den Punkt P gezo- 
genen ersten Normalen PK in einer Ebene, da beide in der 
durch die Geraden BE und B^ E^ bestimmten Ebene liegen, 
und diese Ebene steht senkrecht auf der durch die beiden Nor- 
malen PK^ QK gehenden Ebene. Die beiden Normalen PK^ 
RL schneiden sich mithin in einem Punkte 0, welcher der 
Krümmungsmittelpunkt des Bogens PR und folglich auch der 
gegebenen krummen Fläche in der Richtung der durch die 
Geraden BE^ ^k^\ gehenden Ebene ist. 

Man kann also, wie man sieht, von einem beliebigen Punkte 
P einer krummen Fläche stets in zwei verschiedenen Rich- 
tungen zu unendlich benachbarten Punkten Q und R über- 
gehen, sodass jede der beiden Normalen in diesen letzteren 
Punkten mit der Normale in dem Punkte P in einer Ebene 
liegt; die beiden Richtungen schneiden sich, da sie in zu ein- 
ander senkrechten Normalebenen li^en, auf der krumm^i 
Fläche ebenfalls unter rechten Winkeln. 

122. IMese beiden Richtungen sind nun im Allgemeinen die 
einzigen, welche die Eigenschaft haben, dass sich in ihnen zwei 
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unendlich benachbarte Normalen schneiden; geht man auf der 
krummen Fläche in irgend einer anderen Richtung von dem 
Punkte P zu einem ihm unendlich benachbarten Punkte S über 
und zieht in ihm die Normale SL der Fläche, so liegt die 
Normale SL nicht in einer Ebene mit der Normalen PK und 
kann sie folglich auch nicht schneiden. 

In der That, wenn — wie wir jetzt annehmen wollen — 
die zweite Cylinderfläche so geneigt liegt, [119] dass ihre 
Berührungslinie mit der krummen Fläche durch den Punkt S 




Fig. 66. 



geht, so fällt der Bogen SR dieser Berührungslinie mit dem 
Bogen des zur Cylinderfläche senkrechten Schnittes H^ SRJ^ 
zusammen; es sind also die beiden Flächennormalen in den 
Punkten S und R auch Normalen des Cylinders, und da beide 
in der Ebene des senkrechten Schnittes liegen, schneiden sie 
sich in dem Punkte L. Aber die Normale SL schneidet nicht 
die Normale PK. Denn damit diese beiden Normalen sich 
schneiden, ist nothwendig, dass der Punkt L der Normalen RL 
zusammenfällt mit dem Punkte 0, in welchem diese letztere 
die Normale PK schneidet. Dies kann im Allgemeinen aber 
nicht der Fall sein, weil dies voraussetzen würde, dass die 
beiden Bogen PR und PQ gleiche Krümmung haben, was [ab- 
gesehen von der Kugel] nur für einzelne Punkte mancher krum- 

Ostwald's Klassiker. 117. H 
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men Flächen statt hat. Bei der Kugel ist die Krümmung, 
in welcher Richtung man auch von einem beliebigen Punkte 
zu einem unendlich benachbarten tibergehen mag, stets dieselbe 
und folglich liegen die durch zwei solche Punkte gezogenen 
Normalen in einer Ebene; die Kugel ist die einzige Fläche, 
deren sämmtlichen Punkten diese Eigenschaft zukommt. Bei 
denjenigen Umdrehungsflächen, deren erzeugende Curve die 
Axe senkrecht schneidet, ist die Krümmung in den Scheitel- 
punkten auch nach allen Eichtungen die gleiche und daher 
Hegt die Scheitelnormale mit der Normale eines jeden unend- 
lich benachbarten Punktes in einer Ebene; diese Eigenschaft 
gilt aber bei diesen Flächen nur für die Scheitelpunkte der 
Umdrehungsaxe. Endlich giebt es krumme Flächen, bei welchen 
diese Eigenschaft für sämmtliche Punkte einer bestimmten Curve 
statthat, und nur für diese; in allen anderen Punkten der 
Fläche schneidet die Normale diejenige eines unendlich benach- 
barten Punktes nur dann, wenn der benachbarte Punkt in einer 
der beiden von uns bestimmten Richtungen von dem ersten 
Punkte aus liegt. 2*) 

123. Daraus folgt, dass eine beliebige krumme Fläche im 
Allgemeinen in jedem ihrer Punkte nur zwei Kiümmungen 
besitzt; jede dieser Krümmungen hat ihren besonderen Mittel- 
punkt und Radius und die beiden Bogen, auf welche sich 
diese Krümmungen beziehen, schneiden sich auf der Fläche recht- 
winklig. Die besonderen Fälle, in welchen wie bei der Kugel 
und in den Scheitelpunkten der Umdrehungsflächen zwei be- 
liebige benachbarte Normalen sich schneiden, bilden von dem 
vorstehenden Satze keine Ausnahme. Es folgt nur, dass in 
diesen Fällen die beiden Ki'ümmungen einander gleich sind 
[120] und dass die Richtungen, in welchen man sie messen 
muss, beliebige sind. 

124. Obgleich die beiden Krümmungen einer krummen 
Fläche durch das Gesetz ihrer Erzeugung mit einander ver- 
knüpft sind, können sie von einem Punkte der Fläche nach 
einem anderen Veränderungen erleiden, welche in gleichem 
oder in entgegengesetztem Sinne vor sich gehen. Wir können 
uns hier in dieser Beziehung nicht auf weitere Einzelheiten 
einlassen, welche auch weit weniger mühsam mit Hülfe der 
Analysis gefunden werden. Hier sei nur Folgendes bemerkt. 
Bei gewissen Flächen, wie z. B. den Sphäroiden, haben in 
jedem Punkte die beiden Krümmungen gleichen Sinn, d. h. 
beide Krümmungen sind nach derselben Seite convex; bei 

Digitized by VjOOQIC 



Darstellende Geometrie. 



163 



anderen Flächen haben die beiden Krümmungen in gewissen 
Punkten entgegengesetzten Sinn, d. h. nach derselben Seite 
ist die eine convex und die andere concav, zn welchen Flächen 
z. B. die Kreisringfläche gehört; bei noch anderen Flächen 
haben die beiden Krümmungen in allen Punkten entgegenge- 
setzten Sinn, wie z. B. bei der Fläche, welche durch die Be- 
wegung einer Geraden, die immer drei andere, beliebig im 
Räume gegebene Geraden schneiden soll, entsteht. Eine be- 
sondere Art dieser letzteren Flächen sind diejenigen, bei 
welchen in jedem Punkte die entgegengesetzt gerichteten Krüm- 
mungen der Grösse nach einander gleich sind; diese Flächen 
sind diejenigen, deren Flächeninhalt ein Minimum ist. 2^) 



Krümmungslinien einer beliebigen Fläche; 

hre Krümmungsmittelpunkte und die Fläche, welche 

der geometrische Ort derselben ist. 

125. Gehen wir jetzt zu einigen Folgerungen über, welche 
aus den beiden Krümmungen einer krummen Fläche sich er- 
geben, und deren Kenntniss für die Künstler wichtig ist. 

Die nebenstehende Figur (Fig. 67) stelle einen Theil einer 
beliebigen krummen Fläche dar, auf welcher wir einen willkür- 
lich gewählten Punkt P ins 
Auge fassen und uns in ihr 
die Normale der Fläche ge- 
zogen denken. Man kann, 
wie wir soeben gesehen ha- 
ben, in zwei verschiedenen 
Richtungen von dem Punkte 
P zu benachbarten Punkten 
Q und P^ übergehen, sodass 
die Normalen in diesen 
Punkten die Normale in 
dem Punkte P schneiden; 
diese beiden Richtungen auf 
der Fläche schneiden sich 
unter rechten Winkeln. Es 
seien also PQ und PP, 

diese beiden, in P auf einander senkrechten Richtungen. Von 
dem Punkte Q kann man ebenfalls in zwei verschiedenen 
Richtungen zu zwei anderen benachbarten Punkten R und Q^ 

11* 




Fig. 67. 
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übergehen, sodass die Noimale in P die Normalen in diesen 
nenen Punkten schneidet; es seien QR und QQ^ diese zwei 
zu einander senkrechten Richtungen. Verfährt man in gleicher 
Weise [121] für den Punkt R, so findet man zwei Richtungen RS 
und RRn, welche sich in R rechtwinklig schneiden; für den 
Punkt S findet man die beiden zu einander senkrechten Rich- 
tungen ST und SS^y und so fort. Die Punktreihe P, Q, R, 5, 
T, . . ., fttr welche je zwei benachbarte Normalen in einer 
Ebene liegen, bilden auf der krummen Fläche eine Curve, 

welche in jedem ihrer 
Punkte den Sinn einer der 
beiden Krümmungen der 
Fläche angiebt; diese Curve 
ist also eine Linie der er- 
sten KiUmmung der Fläche 
und zwar die durch den 
Punkt P gehende. SteUt 
man die gleiche Betrach- 
tung, wie für den Punkt P, 
jetzt für den Punkt P^ an, 
so kann man wiederum in 
zwei zu einander senkrech- 
-P' no ' ^^ Richtungen zu neuen 

*'^ • Punkten <?, und P, über- 

gehen, sodass die Normalen 
in diesen Punkten die Normale in P^ schneiden ; geht man in 
gleicher Weise, wie vorhin, weiter, so findet man eine neue 
Punktreihe P^, 0,, R^, S^, T^, . . ., welche auf der Fläche 
eine andere Linie der ersten Krümmung und zwar die durch 
den Punkt P^ gehende bildet. Verfährt man in gleicher Weise 
für die Punkte P^, P^^ P^, . . ., welche man auf dieselbe 
Weise wie die Punkte P^, P, gefunden hat, so erhiüt man 
neue Lmien der ersten Krümmung , P, Q, P, ä, T, . . . , 
P^Q.R^S^T^ . . ., P^Q^R^S^T^ . . ., welche durch die Punkte 
Pj, P3, P^, . . . gehen. Diese Linien der ersten Krümmung 
theilen die Fläche in Zonen ein. Die Punktreihe P, P^, P^ 
P3, P^, ... hat die gleiche Eigenschaft, dass die Normalen 
je zweier aufeinanderfolgenden Punkte in einer Ebene liegen, 
und bildet auf der Fläche eine Curve, welche in jedem ihrer 
Punkte den Sinn der anderen Krümmung der Fläche angiebt; 
diese Curve ist also eine Linie der zweiten Krümmnng der 
Fläche. Die Punkte 0, 0,, 0^, O3, Ô4, . . . bilden eine andere 
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Linie der zweiten Krttmmnng und zwar die durch den Punkt Q 
gehende. Ebenso bildet die Punktreihe i?, i?^, i?„ i^j, i?^, . . . 
eine weitere Linie der zweiten Krümmung, nämlich diejenige, 
welche durch den Punkt E geht, und so fort. Alle Linien der 
zweiten Krümmung theilen die Fläche ebenfalls in Zonen ein. 
Da ferner alle Krttmmungslinien der ersten Art alle der zweiten 
Art unter rechten Winkeln schneiden, so theilen diese beiden 
Cttrvensysteme die ganze Fläche in rechteckige Flächenelemente. 
Diese Eintheilung der Fläche in rechteckige Elemente findet 
auch dann statt, wenn man nicht aus jedem von beiden Syste- 
men unendlich benachbarte Krümmungslinien, sondern solche in 
endlichem Abstände von einander nimmt. Bevor wir weiter- 
gehen, wollen wir hierfür ein schon bekanntes Beispiel an- 
ftthren.2«) 

126. Wenn man eine beliebige Umdrehungsfläche durch eine 
Schaar von Ebenen, welche durch die Axe gehen, schneidet, 
so erhält man in den Schnittcurven die Linien der einen Krüm- 
mung der Fläche. [122] Denn damit eine Curve Krümmungs- 
linie einer Fläche ist, muss in jedem ihrer Punkte das Element 
des Cylinders, welcher die Fläche in dem betreffenden Curven- 
elemente berührt, eine zu dieser Curve senkrechte erzeugende 
Gerade besitzen. Diese Bedingung findet hier aber nicht nur 
in jedem Punkte der Curve für ein Element eines diesein 
Punkte zugehörigen besonderen Cylinders statt — was völlig 
genügend wäre — , sondern sogar in allen Punkten der ganzen 
Curve für denselben Cylinder. 

Schneidet man ferner die gegebene Umdrehungsfläche durch 
eine Schaar von zur Axe senkrechten Ebenen, so erhält man 
sds Schnittcurven Kreise, welche die Linien der anderen Krüm- 
mung der Fläche sind. Denn wenn man in einem Punkte 
eines dieser Kreise die Tangente an den durch ihn gehenden 
Meridian der Fläche zieht und durch Bewegung dieser Tan- 
gente parallel zu sich selbst das Element eines die gegebene 
Fläche berührenden Cylinders erzeugt, so berührt dieses Ele- 
ment die Umdrehungsfläche in dem betrachteten Kreise, welcher 
senkrecht auf der erzeugenden Geraden des Cylinders steht. 

Bei jeder Umdrehungsfläche sind also die Meridiane die 
Krümmungslinien der einen Art und die Parallelkreise diejenigen 
der anderen Art, und es ist ohne weiteres ersichtlich, dass sich 
diese beiden Curvenschaaren auf der Fläche unter rechten 
Winkeln schneiden. 

127. Zieht man in allen Punkten einer der Krümmungs- 
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linien, z. B. PQRST ... die Normalen zu der gegebenen 
Fläche, so schneidet, wie wir wissen, die zweite Normale die 
erste in einem bestimmten Pnnkte, die dritte Normale die 
zweite in einem anderen Punkte, und so fort. Die Gesammt- 
heit aller dieser Normalen, von denen je zwei aufeinanderfol- 
gende in einer Ebene liegen, bildet mithin eine abwickelbare 
Fläche, welche immer senkrecht auf der krummen Fläche steht 
und sie in einer Krtimmungslinie schneidet. Da diese Krüm- 
mungslinien überall auf den Normalen, welche die abwickelbare 
Fläche bilden, senkrecht steht, so ist sie auch eine Krümmungs- 
linie dieser letzteren Fläche. Die Rückkehrkante der abwickel- 
baren Fläche wird von den sämmtlichen Schnittpunkten je zweier 
benachbarten Normalen, welche zugleich Tangenten der Rück- 
kehrkante sind, gebildet und ist eine Evolute der Curve 
PQRST . . .; sie ist der geometrische Ort der Krttmmungs- 
mittelpunkte aller Funkte dieser Curve und zugleich auch der 
geometrische Ort der Mittelpunkte der ersten Krümmung [1231 
in allen Punkten der Fläche, welche auf der Curve PQRST 
. . . liegen. Stellt man für alle anderen Krümmungslinien der- 
selben Art, also für P, Q.R^S^ 7;, P^Q^R^S^T^, . . . dieselbe 
Betrachtung an, so erhält man eine Schaar von abwickelbaren 
Flächen, deren jede durch die Normalen längs einer dieser 
Krümmungslinien gebildet wird und in derselben die gegebene 
Fläche senkrecht durchdringt. Die Gesammtheit der Rückkehr- 
kanten aller dieser abwickelbaren Flächen bildet eine neue 
krumme Fläche, welche der geometrische Ort von allen Mittel- 
punkten der ersten Ki-ümmungen der gegebenen Fläche ist. 

Was wir soeben für die eine der beiden Flächenkrümmungen 
bemerkt haben, gilt in gleicher Weise auch für die andere. 
Denn zieht man durch alle Punkte einer Krümmungslinie der 
anderen Art, z. B. der Linie PP^^ P^P^P^ ... die Flächen- 
normalen, so liegen je zwei benachbarte in einer Ebene. Die 
sämmtlichen Normalen bilden mithin eine abwickelbare Fläche, 
welche die gegebene krumme Fläche in der Krümmungslinie 
PP^P^P^P^ ... senkrecht schneidet, und für welche diese 
Curve ebenfalls eine Krümmungslinie ist. Die Rückkehrkante 
der abwickelbaren Fläche ist der geometrische Ort der Krüm- 
mungsmittelpunkte der Curve PP^P^P^P^ . . . und zugleich 
der geometrische Ort der Mittelpunkte der zweiten Krümmung 
in allen denjenigen Flächenpunkten, welche auf dieser Curve 
liegen. Die Betrachtung der anderen Krümmungslinien der 
zweiten Art, QQ.Q^Q^Q^ . . ., RR^R^R^R, ....... iftthrt 
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ZQ analogen Resultaten. Es bilden somit alle Normalen noch 
eine zweite Scfaaar von abwickelbaren Flächen, welche sämmt- 
lich auf der gegebenen krummen Fläche senkrecht stehen; 
die Rflckkehrkanten dieser neuen abwickelbaren Flächen bilden 
eine zweite krumme Fläche, welche der geometrische Ort von 
den Mittelpunkten der zweiten Krümmungen der gegebenen 
Fläche ist. 

128. In einigen besonderen Fällen sind die Mittelpunkts- 
flächen der beiden Krümmungen einer und derselben krummen 
Fläche von einander verschieden, d. h. sie können getrennt 
erzeugt werden oder sie haben geti-ennte Gleichungen. Ein 
Beispiel hierfür bieten die Umdrehungsflächen; bei diesen re- 
ducirt sich eine der Krtimmungsmittelpunktsflächen auf die 
Rotationsaxe, während die andere die ümdrehungsfläche ist, 
welche durch Rotation der zum Meridian der ursprünglichen 
Fläche gehörenden Evolute um dieselbe Axe erzeugt wird. 
Im Allgemeinen aber sind diese beiden [124] Krümmungs- 
mittelpunktsflächen nicht von einander verschieden, können 
nicht getrennt erzeugt werden, haben dieselbe Gleichung 
und sind nur zwei verschiedene Schalen der nämlichen krum- 
men Fläche. 

129. Alle Normalen einer krummen Fläche können daher, 
wie man sieht, als die Schnitte von zwei Schaaren abwickel- 
barer Flächen betrachtet werden, deren jede die gegebene 
krumme Fläche unter rechtem Winkel in einer Curve, welche 
gleichzeitig eine Krümmungslinie der gegebenen und der ab- 
wickelbaren Fläche ist, durchdringt und von denen jede Fläche 
der einen Schaar jede der anderen Schaär rechtwinklig und 
in einer geraden Linie schneidet. 2^) 



Anwendungen der Krümmungslinien auf den Stein- 
schnitt der Gewölbe und auf die Radirkunst. 

130. Wir führen zwei Beispiele an, um zu zeigen, wie 
nützlich diese allgemeinen Resultate in bestimmten Fällen sein 
können. Das erste Beispiel entnehmen wir der Baukunst. 

Die Quadersteingewölbe sind aus einzelnen Steinen erbaut, 
welche man als Gewölbsteine bezeichnet. Jeder Gewölbstein 
hat mehrere Seitenflächen, auf deren Herstellung die grösste 
Sorgfalt verwendet werden muss, nämlich 1. die vordere Seiten- 
fläche, welche, da sie einen Theil der sichtbaren Oberfläche des 
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Gewölbes bilden soll, mit der grössten Genauigkeit gearbeitet 
werden mnss nnd donelle genannt wird; 2. die Seitenflächen, 
mit welchen die benachbarten Gewölbsteine aneinandergrenzen 
nnd welche Fugen heissen. Die Herstellung dieser letzteren 
Flächen erfordert ebenfalls die gi'össte Genauigkeit ; denn da- 
mit der Gewölbdruck des einen Quadersteines auf den be- 
nachbarten senkrecht zu der Fuge gerichtet ist, müssen die 
beiden Steine sich in einer möglichst grossen Anzahl von 
Punkten berühren, damit in allen der Druck möglichst klein 
und annähernd gleich ist. Man muss also bei jedem Gewölb- 
stein den Fugen so genau, als es erreichbar ist, die Gestalt 
der Fläche wirklich geben, von welcher sie einen Theil bilden 
sollen, und um diesen Zweck leichter zu erreichen, müssen 
die Fugen die einfachste Gestalt besitzen und so genau als 
möglich leicht herstellbar sein. Aus diesem Grunde ^ebt man 
den Gewölbsteinen gewöhnlieh ekene Fugen; aber nicht alle 
Gewölbflächen gestatten diese Anordnung, und bei manchen 
würde man den harmonischen Anblick, von welchem wir [125] 
sofort sprechen werden, zu sehr beeinträchtigen, wenn man die 
Fugen nicht als krumme Flächen gestalten würde. In diesem 
Falle muss man von allen krummen Flächen, welche überdies 
noch den anderen obigen Bedingungen gentigen, diejenigen 
auswählen, deren Erzeugungs weise die einfachste und deren 
Herstellung am genauesten möglich ist. Von allen krummen 
Flächen lassen sich aber diejenigen am leichtesten herstellen, 
welche durch die Bewegung einer geraden Linie entstehen, 
und von diesen vornehmlich die abwickelbaren Flächen. Wenn 
also die Fugen krumme Flächen sein müssen , so gestaltet man 
sie — sofern es möglich ist — als abwickelbare Flächen. 

Eine der Hauptbedingungen, denen die Gestalt der Fugen 
der Steine genügen muss, ist die, dass sie überall senkrecht 
auf der von diesen Quadersteinen gebildeten Gewölbfläche stehen 
müssen. Denn wenn die beiden Flächen winkel , welche die 
sich berührenden Fugen zweier benachbarten Gewölbsteine mit 
der Oberfläche des Gewölbes bilden, merklich ungleich sind, 
so kann der Stein, dessen Winkel einen rechten überschreitet, 
dem Gegendrucke des angrenzenden Gewölbsteines einen grösse- 
ren Widerstand entgegensetzen als dieser ihm, und dadurch 
ist der andere der Gefahr ausgesetzt, an dieser Kante zu zer- 
splittern. Eine solche Zersplitterung aber verunstaltet nicht 
nur das Gewölbe, sondern kann sogar seine Festigkeit beein- 
trächtigen und die Dauerhaftigkeit des Gebäudes vernngern. 
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Wenn also die Fuge eine kinimme Fläche sein mnss, so ist 
es rathsam, dieselbe durch eine zur Oberfläche des Gewölbes 
senkrechte Gerade zu erzeugen, und wünscht man femer, dass 
die Fuge eine abwickelbare Fläche ist, so mttssen je zwei 
benachbarte dieser Normalen der Gewölbfläche, welche sozu- 
sagen die Fugen bilden, in einer Ebene liegen. Nun haben 
wir soeben gezeigt, dass diese Bedingung nur erfüllt sein kann, 
wenn alle Normalen durch eine Krttmmungslinie der Gewölb- 
fläche gehen. Wenn also bei einem Gewölbe die Fugen der 
Gewölbsteine abwickelbare Flächen sein sollen, so müssen sie 
nothweiidiger Weise die Oberfläche des Gewölbes in Krüm- 
mungslinien schneiden. 

Mit welcher Genauigkeit auch immer die Quadersteine eines 
Gewölbes hergestellt sein mögen, ihre Anordnung ist immer 
auf der Gewölbfläche zu erkennen und bringt auf ihr sehr in 
die Augen fallende Linien hervor, welche nach allgemeingül- 
tigen Gesetzen verlaufen und ausserdem noch besonderen, von 
der Art des Gewölbes abhängigen, Bedingungen genügen 
müssen. Von den allgemeingültigen Gesetzen beziehen sich die 
einen auf die Stabilität, die anderen auf die Dauerhaftigkeit 
des Gebäudes. Zu den Gesetzen dieser Art gehören die Vor- 
schriften, dass die Fugen eines jeden einzelnen Gewölbsteines 
senkrecht aufeinander stehen [126] und senkrecht zu der Ober- 
fläche des Gewölbes verlaufen müssen. Auch müssen die Linien, 
in welchen die Fugen der Steine die Oberfläche des Gewölbes 
schneiden, so verlaufen, dass diejenigen, welche die Gewölb- 
fläche In Schichten eintheilen, senkrecht auf den anderen stehen, 
welche Linien eine Schicht wieder in einzelne Steine theilen. 
Was die besonderen Bedingungen anbetrifi't, so giebt es deren 
verschiedene, und es kann hier nicht unsere Absicht sein, sie 
sämmtlich aufzuzählen. Die hauptsächlichste dieser besonderen 
Bedingungen ist, dass die beiden Schaaren von Fugenlinien, 
welche sich sämmtlich rechtwinklig schneiden, dem Charakter 
der Gewölbfläche angepasst sind. Auf der Gewölbfläche giebt 
es aber keine anderen Curven, welche gleichzeitig alle diese 
Bedingungen erfüllen, als die beiden Schaaren von Krüm- 
mungslinien ; diese erfüllen aber alle Bedingungen vollkommen. 
Der Steinschnitt einer Gewölbfläche muss demnach immer nach 
ihren Krümmungslinien geschehen, und die Fugen der Gewölb- 
steine müssen Theile der abwickelbaren Flächen sein, welche 
von den längs dieser Krümmungslinien errichteten Normalen 
der Gewölbfläche gebildet werden. Für jeden Gewölbstein 
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haben dann die vier Fugen und die einen Theil des Gewölbes 
bildende Vorderfläche sämmtlich rechteckige Gestalt 

Bevor die geometrischen Betrachtungen, md denen alles 
von uns soeben Gesagte beruht, entdeekt waren, hatten die 
Künstler nur eine dnakle Vorstellung von diesen Gesetzen und 
iamcT varen sie zu folgen gewöhnt. Hatte also z. B. die 
Gewölbfläche die Gestalt einer ümdrehungsfläche, wie z. B. bei 
Kuppelgewölben oder bei Tonnengewölben, so vollführten sie den 
Steinschnitt derselben nach Meridianen und Parallelkreisen, also 
nach den Krümmungslinien der Gewölbfläche. 

Die Fugen, welche den Meridianen entsprechen, sind Theile 
von Ebenen, welche durch die Axe gelegt sind, und diejenigen, 
welche den Parallelkreisen entsprechen, Theile von Rotations- 
kegelflächen mit derselben Axe. Diese beiden Arten von Fugen 
sind zu einander und zu der Gewölbfläche senkrecht. 

Wenn aber die Gewölbflächen nicht eine so einfache Ge- 
stalt besassen und ihre Krümmungslinien sich nicht in so her- 
vorstechender Weise darboten, wie z. B. bei elliptischen Ge- 
wölben und bei einer gi-ossen Anzahl anderer, so waren die 
Künstler nicht im Stande, allen Bedingungen zu genügen, [127] 
und sie Hessen in jedem besonderen Falle diejenigen unberück- 
sichtigt, welche ihnen die grössten Schwierigkeiten darboten. 

Es würde sich also empfehlen, dass in jeder Schule, welche 
in den Departements für den Unterricht in der darstellenden 
Geometrie errichtet würde, der Lehrer sich mit der Bestimmung 
und der Construction der Krümmungslinien von den Flächen, 
welche häufig in den Künsten Verwendung finden, beschäftigt, 
damit im gegebenen Falle die Künstler, welche solchen Unter- 
suchungen nicht viel Zeit widmen können, sich mit Erfolg 
Rath holen und einfach die Resultate dieser Untersuchungen 
benutzen könnten. 

131. Das zweite Beispiel, welches wir geben wollen, ent- 
lehnen wir der Radirkunst. 

In der Radirkunst giebt man die Helligkeitsgrade, welche 
die verschiedenen Theile der Oberflächen der dargestellten 
Gegenstände zeigen, durch Schraffirungen wieder, welche 
man um so stärker und enger ausführt, je dunkler der Ton 
sein soll. 

Wenn die Entfernung, aus welcher der Stich betrachtet 
werden soll, gross genug ist, dass die einzelnen Schraffirungs- 
striche nicht mehr wahrgenommen werden, so ist die Art der 
Schraffirung fast ganz gleichgültig; der Künstler kann die 
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Schraffinmgslinien, welche Gestalt er ihnen auch geben mag^ 
stets so stark und ao dicht ziehen, dass er den gewünschten 
Helligkeitsgrad erzielt und die beabsichtigte Wirkung erreicht. 
Wenn aber — und dies ist der hftiifigere Fall — der Stich 
aus solcher Nähe beti*achtet werden soll, dass éie ^mselnen 
Schraffirungslinien erkennbar sind, so ist ihr Verlauf nicht 
mehr gleichgültig. Es ^ebt vielmehr für jeden Gegenstand 
und für jeden Theil seiner Oberfläche Schraffirungslinien, welche 
durch ihren Verlauf geeigneter als alle anderen sind, um eine 
Vorstellung von der Kiümmung der Fläche zu geben. Solcher 
besonderen Schraffirungslinien giebt es immer zwei Arten und 
einige Radirer gebrauchen, um den gewünschten Helligkeits- 
grad leichter zu erzielen, beide Arten gleichzeitig, indem sie 
die Schraffirungslinien sich kreuzen lassen. Diese besonderen 
Schraffirungslinien, für deren Verlauf die Künstler nur ein 
unbestimmtes Gefühl haben, sind aber keine anderen als 
die Projectionen der Krümmungslinien der darzustellenden 
Flächen. 

Da die Oberflächen def meisten Gegenstände nicht mathe- 
matisch streng definirt werden können^ so können auch ihre 
Krümmungslinien nicht genau — weder durch Rechnung noch 
durch graphische Constructionen — bestimmt werden. Wenn 
aber die Künstler in ihrer Jugend geübt worden sind, die 
Krümmungslinien [128] von einer gi-ossen Anzahl verschiedener 
Flächen, welche mathematisch streng definirt werden können, 
zu bestimmen, so werden sie später sogar bei weniger exact 
bestimmbaren Flächen ein empfindlicheres Auge und Gefühl 
für die Gestalt und die Lage dieser Linien besitzen. Sie 
werden die Schraffirungslinien mit grösserer Sicherheit richtig 
zu ziehen wissen, und ihre Werke werden dadurch ausdrucks- 
voller. 

Wir gehen nicht weiter auf diesen Gegenstand ein, welcher 
vielleicht nur den geringsten von allen den Vortheilen dar- 
stellt, die sowohl die Künste als die Industrie aus der Errich- 
tung einer Schule für darstellende Geometrie in jedem Distrikte 
der Republik ziehen würden. 
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[129] Zusätze.'») 

I. lieber die Schnittpunkte dreier Kreiscylinder. 

In dem Aiükel 4 (S. 7) wurde behauptet, dass drei gerade 
Cylinder mit Kreisgrundfläche im Allgemeinen acht gemeinsame 
Schnittpunkte haben. Die folgende Darlegung will diese Be- 
hauptung nicht beweisen, sondern nui* an einem Beispiele zeigen, 
dass acht Schnittpunkte möglieh sind. 

Betrachten wir zunächst zwei Cylinder und nehmen wir 
an, dass der eine einen merklich kleineren Durchmesser als 
der andere besitzt, und dass die Axen beider Cylinder sich 
schneiden und einen Winkel, welcher bedeutend kleiner als 
ein rechter ist, mit einander bilden. Dann durchdringt offenbar 
der Cylinder, dessen Durchmesser der kleinere ist, den anderen 
auf entgegengesetzten Seiten, indem er auf dessen Vorderseite 
und Rückseite zwei Schnittcurven erzeugt, welche einander 
gleich und ziemlich langgestreckt sind. Nehmen wir dann 
weiter an, dass der dritte Cylinder einen Durchmesser hat, 
dessen Länge zwischen den Durchmesserlängen der beiden 
ersten Cylinder liegt, dass seine Axe diejenige des Cylinders 
mit dem grössten Durchmesser unter einem Winkel schneidet, 
welcher weniger von einem rechten Winkel abweicht als der 
Winkel zwischen den Axen der beiden ersten Cylinder, und 
dass er die auf dem grössten Cylinder liegenden Schnittcurven 
ungefähr in ihrer Mitte durchschneidet, so ist klar, dass jede 
der beiden neuen Schnittcurven, welche durch den Schnitt des 
mittleren mit dem grössten Cylinder entstehen, die beiden alten 
Schnittcurven in vier Punkten schneidet, da die neuen Curven 
breiter und weniger lang gestreckt als die alten sind. Es giebt 
mithin auf der Vorderseite des grössten Cylinders vier allen 
drei Cylindermänteln gemeinsame Punkte und ebenso viele auf 
seiner Rückseite, also im Ganzen acht derartige Punkte. In 
gewissen besonderen Fällen kann diese Zahl kleiner sein und 
kann sich, je nach der Lage der drei Cylinder zu einander und 
den Grössenverhältnissen ihrer Durchmesser, auf sechs, vier, 
zwei und sogar auf Null reduciren. 
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II. Viertes Beispiel fttr die Erzeugung 
krummer Flächen (Fortsetzung des Artikels 12). 

Geradlinige Flächen. Diese Flächen können immer 
durch eine unbegrenzte Gerade erzeugt werden, welche sich 
so bewegt, dass sie beständig 
drei gegebene Curven, welche 
ihre Bewegung leiten, schnei- 
det. Denkt man sich eine Schaar 
von Kegeln construirt, deren 
Scheitel die Punkte der ersten 
Curve k^ sind und welche sämmt- 
lich die zweite Curve k^ als Leit- 
linie haben, so bestimmen die 
Punkte, in welchen diese Flächen 
von der dritten Curve k^ ge- 
schnitten werden, die verschie- 
denen Lagen der die geradlinige 
Fläche erzeugenden Geraden. In 
der nebenstehenden [ebenso wie 
Fig. 70 perspectivisch gezeichne- 
ten] Figur 69 seien k^y k^, k^ die 
drei gegebenen Leitcurven. Hat 
man auf der Curve k^ einen Punkt 
A^ willkürlich als Scheitel eines 
durch die Curve ä;, gelegten Ke- 
gels gewählt, so schneidet dieser die dritte Curve in einem 
Punkte -4,, welcher auf dem Kegel die Mantellinie JL, A^ be- 
stimmt. Diese Mantellinie ist zugleich die durch den Punkt A^ 
gehende erzeugende Gerade der geradlinigen Fläche. 

Sind die di*ei Leitlinien k^J A;,, k^ Gerade, so erhält man 
eine windschiefe Fläche, welche die sehr bemerkenswerthe 
Eigenschaft besitzt, dass sie durch die bewegliche Gerade auf 
zwei verschiedene Weisen erzeugt werden kann. Die erste 
Erzeugungsweise stimmt mit der obigen allgemeinen Bestimmung 
derartiger Flächen überein: die bewegliche Gerade schneidet 
bei ihrer Bewegung beständig drei gegebene gerade Linien 

Kj ^1» ^3* 

Die zweite Erzeugungsweise ergiebt sich aus der ersten. 
Unter allen Geraden, welche die drei gegebenen Geraden ä;^, 




Fig. 69. 
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k^y k^ (Fig. 70) schneiden, wählt man drei, g^^ g^^ g^, willkürlich 
ans nnd betrachtet sie als nene Leitlinien. Dann kann sich die 

erzengende Gerade anch 
so bewegen, dass sie 
beständig die drei Ge- 
raden g^ , g^j g^ schneidet. 
Gleichgültig nnn ob 
man die drei gegebenen 
Geraden k^^ k^, k^ oder 
die drei Geraden g^, ^,, 
^3 als Leitlinien benutzt, 
die bewegliche Gerade 
erzeugt dieselbe wind- 
schiefe Fläche. 

Aus dieser doppelten 
Erzeugungsweise folgt, 
dass die Fläche als ein 
Gewebe dargestellt wer- 
den kann. Die Ketten- 
fäden gehen durch die gegebenen Geraden und die Einschlag- 
fäden durch die Geraden ^j, ^„ g^; [131] durch jeden Punkt 
der Fläche gehen zwei Gerade, von denen die eine der Kette, 
die andere dem Einschlage angehört. -^y) 




Fig. 70. 



in. Bestimmung der Tangentialebene an eine gerad- 
linige Fläche. (Fortsetzung des Artikels 30.) 

Aufgabe. (Fig. 71) In einem gegebenen Punkte P 
einer geradlinigen Fläche die Tangentialebene an 
dieselbe zu legen. 

Lösung. Es seien A;,, ä^, k^ die drei gegebenen Leitcurven 
der erzeugenden Geraden, P sei der auf der geradlinigen Fläche 
gegebene Punkt*); ferner seien A^J A^j Ä^ die Punkte, in 
welchen die durch den Punkt P gehende geradlinige Erzeu- 



*) Die Figur ist perspectivisch gezeichnet zu verstehen. Wenn 
die gegebene geradlinige Fläche durch die Projectionen der drei 
Geraden auf zwei Projectionsebenen bestimmt worden wäre (wie 
es in den Beispielen des Artikels 30 und der vorhergehenden Artikel 
geschehen ist), so würde eine einzige Protection eines Punktes der 
windschiefen Fläche bereits die Lage des Fanktes völlig bestimmen. 
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gende die diei Leitcurven schneidet, und t^J t^, t^ die Tan- 
genten an diese Leitcurven in den Punkten A^, ^,, Ä^, 

Construirt man die geradlinige Fläche, für weiche ie drei 
Tangenten t^, t^, t^ Leitcurven sind, und stellen die Geraden 




Fig. 71. 

9i7 9iJ 9'i ^^^^ beliebige Lagen der Erzeugenden dieser Fläche 
vor, so erkennt man leicht, dass diese windschiefe Fläche mit 
der gegebenen die Gerade g^ , längs welcher sich beide Flä- 
chen berühren, gemeinsam hat. Die Tangentialebene in dem 
Punkte P ist daher beiden Flächen gemeinsam und berührt 
beide längs der Geraden g^ . Um aber in dem Punkte P die 
Tangentialebene an die zweite geradlinige Fläche, deren Leit- 
linien die drei Tangenten ^^ t^^ t^ sind, zu construiren, muss 
man zwei gerade Linien bestimmen, welche in dieser Ebene 
liegen. Nach dem zweiten Zusätze kann man aber durch jeden 
Punkt P dieser letzteren Fläche zwei Gerade ziehen, welche 
ganz auf der Fläche liegen; die eine derselben A^Ä^PA^ 
schneidet die drei Geraden t^, t^, t^ und die andere PQR 
schneidet die drei erzeugenden Geraden ^,, ^„ ^3. Mithin 
ist die durch die beiden Geraden A^ A^ und PP gelegte Ebene 
die Tangentialebene im Punkte P an die gegebene geradlinige 
Fläche. 

[132] Diese Lösung setzt voraus, dass man Tangenten an 
die Leitcurven zu ziehen versteht. In dem dritten Theile ist 
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aber gezeigt worden, wie man Tangenten an Curven ziehen kann, 
welche durch den Schnitt zweier bekannten krummen Flächen 
entstehen oder welche durch die nach einem gegebenen Gesetze 
erfolgende Bewegung eines Punktes erzeugt werden. 

Nachdem so die Aufgabe, in einem gegebenen Punkte einer 
geradlinigen Fläche eine Tangentialebene an sie zu legen, ge- 
löst worden ist, kann man sich die umgekehrte Aufgabe stellen : 
»Die Tangentialebene einer geradlinigen Fläche ist 
gegeben; man soll ihren Berührungspunkt finden.« 

Die Lösung derselben ergiebt sich ♦ leicht aus dem Vor- 
hergehenden. Die Tangentialebene der geradlinigen Fläche 
geht nämlich sicher durch eine der geradlinigen Erzeugenden 
der Fläche; es sei die Gerade g^ diejenige, durch welche die 
Tangentialebene gehen muss. Dann bringt man die gegebene 
Tangentialebene zum Schnitt mit den Geraden g^^ g^ Die 
dui'ch diese beiden letzten Schnittpunkte gezogene Gerade 
schneidet die Gerade g^ in einem bestimmten Punkte, welcher 
der gesuchte Berührungspunkt ist. 

Hierzu ist noch zu bemerken, dass, wenn eine Ebene eine 
abwickelbare Fläche berührt, die Berührung längs der ganzen 
Geraden, welche der Ebene und der Fläche gemeinsam ist, 
stattfindet. Wenn eine Ebene dagegen eine windschiefe Fläche 
berührt, so findet nur in einem Punkte der gemeinsamen Ge- 
raden Berührung statt, in allen anderen Punkten derselben 
aber schneidet die Ebene die Fläche. 
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Aufgaben, wie sie die darstellende Geometrie zu lösen lehrt, 
wurden von der Baukunst frühzeitig dem Menschen gestellt. Des- 
halb reichen auch die Anfänge der darstellenden Geometrie, trotz- 
dem sie als Wissenschaft verhältnissmässig jungen Ursprunges 
ist, ebenso weit zurück, als die alten Culturvölker bei ihren 
Bauten Grundrisse, Aufrisse, Querschnitte und ähnliche geo- 
metrische Hülfsmittel zu benutzen gelernt hatten. Ohne Kennt- 
niss dieser Mittel würde ihnen in der That die Errichtung 
ihrer grossartigen Tempel- und sonstigen gewaltigen monumen- 
talen Bauten unmöglich gewesen sein. Es sind sogar von den 
Aegyptern auf Papyrus ausgeführte Grund- und Aufrisszeich- 
nungen, sowie auf Wänden aufgezeichnete Aufrisse von Säuleu- 
capitälen noch erhalten. Der römische Schriftsteller Vitruvius 
[PoUio], dessen zehn, dem Äugustics gewidmete Bücher über 
Architektur vermuthlich im Jahre 10 v. Chr.*) vollendet wurden, 
sagt, dass zu Entwürfen die Ichnographie , die Orthographie 
und die Scenogi*aphie verwendet würden, von denen die erste 
die Abbildung auf dem Boden, die zweite die Abbildung der 
Frontfläche und die letzte die Ansicht der Front- und der zu- 
rückweichenden Seitenflächen**) liefere, und lässt damit eben- 
falls erkennen, dass das Grund- und Aufrissverfahren zu da- 
maliger Zeit schon längst bekannt gewesen ist. 

Wie praktische Bedürfnisse die Grundlagen der darstel- 
lenden Geometrie geschaffen hatten, so ist auch ihre Fortent- 
wickelung bis in das vorige Jahrhundert hinein auf das engste 
mit der Praxis, vornehmlich mit der Baukunst und Malerei 
verknüpft geblieben. Das Bestreben, möglichst naturgetreue 



*) M. Gantor, Vorlesungen über Geschichte der Mathematik. 
2. Aufl. 1894. Bd. I, S. 507. 

**) Chr. Wiener, Lehrbuch der darstellenden Geometrie. 1884. 
Bd. I, S. 5. 

Ostwald's Klassiker. 117. 12 
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Bilder zu liefern, zwang die Maler, den geometrischen Gesetzen 
des Sehens nachzuspüren, und so entstand allmählich die Lehre 
von der Perspective, welche die erste der beiden Aufgaben, die 
Monge in dem vorliegenden Werke (8. 3) der darstellenden Geo- 
metrie zuweist, löst. Die Baukunst dagegen war bemüht, die 
Lösung der zweiten Aufgabe, nämlich Aufgaben über räumliche 
Dinge auf Grund ihrer Abbildung auf eine Ebene durch Con- 
structionen in dieser Ebene zu lösen, zu erreichen. Auf die 
historische Entwickelung der Lehre von der Perspective kann 
ich nicht eingehen, da es hier nur meine Aufgabe sein kann, kurz 
zu skizziren , wie sich das Grund- und Aufi-issverfahren bis 
zu Monge^ Zeit entwickelt hatte. In Bezug auf die Geschichte 
der Perspective, sowie auf die ausführlichere Darstellung der 
Entwickelung der ?peciellen darstellenden Geometrie verweise 
ich auf den zwar kurzen, aber erschöpfenden geschichtlichen 
Abriss, welchen Chr. Wiener in dem ersten Bande seines be- 
kannten Lehrbuches der darstellenden Geometrie 
(Leipzig, 1884) S. 5 — 61 gegeben hat und welchem ich — 
bei der ünzugänglichkeit der Originalwerke — hier öfter aus- 
schliesslich folgen muss. Es existirt zwar noch die Geschichte 
der darstellenden und projectiven Geometrie mit be- 
sonderer Berücksichtigung ihrer Begründung in 
Frankreich und Deutschland und ihrer wissen- 
schaftlichen Pflege in Oesterreich (Brunn, 1897) von 
F, J, Obenraitchj welche aber den Titel einer Geschichte nicht 
zu rechtfertigen vermag. Der Verfasser gebietet über eine be- 
deutende Litteraturkenntniss, und das Buch enthält daher 
viele Einzelheiten, welche in dem TFïewer'schen Abrisse nicht 
enthalten sein können. Diese sind aber nicht leicht aufzu- 
finden, weil das Buch ziemlich unübersichtlich ist, und da 
ferner das Material nicht kritisch gesichtet ist, so findet sich 
Werthvolles und Werthloses in bunter Reihenfolge. Das Fehlen 
eines einheitlichen Planes in der Anlage des Werkes, sowie 
eine oft ermüdende Darstellungsweise und vielfache Wieder- 
holungen bedingen es, dass das Obenraicch'^che Buch trotz 
seines bedeutenden ümfanges von 442 Seiten — oder viel- 
mehr gerade wegen dieses — dem Leser nicht im Entfern- 
testen eine solche klare Kenntniss von der geschichtlichen 
Entwicklung der darstellenden Geometrie geben kann, wie 
der vorzügliche TFÏener'sche Abriss. Von den beiden Theilen, 
in welche das OeßwatfcÄ'sche Buch zerfällt, lässt der erste 
Theil, welcher eine ausführliche Biographie von Monge giebt. 
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die angeführten Mängel noch in geringerem Maasse hervor- 
treten. 

Die Fortentwicklung des Grund- und Aufrissverfahrens im 
Mittelalter haben wir in den Bauhütten der damaligen Zeit zu 
suchen. Ausser Grundriss und Aufriss verwendete man noch 
horizontale und verticale Querschnitte; besondere Aufmerk- 
samkeit aber widmete man den Aufgaben über den sogenannten 
Steinschnitt der Gewölbe, auf welchen auch Monge in dem 
vorliegenden Werke wiederholt Bezug nimmt. Eine Menge von 
empirisch gefundenen Constructionen, welche nicht immer streng 
richtig waren, wurden zur Lösung der sich darbietenden Auf- 
gaben benutzt. Nach den Gepflogenheiten der Bauhütten 
wurden die in einer Hütte verwendeten Constructionen den 
anderen gegenüber möglichst geheim gehalten, weshalb sich 
ihre Kenntniss nur langsam verbreitete. 

Als erstes Werk, welches die — bis dahin nur mündlich 
überlieferten — Constructionen über den Steinschnitt mittheilt, 
nennt Wiener (a. a. 0., S. 22) den Traité de Tarchitec- 
ture von Philibert de VOrme aus dem Jahre 1576. Ferner 
sind zu nennen J[fa^/^t^;tn /ow5se. Secrets de l'architecture, 
1642, und Derand, L'architecture des voûtes ou l'art 
des traits, et coupes des voûtes, 1643. Alle diese 
Werke theilen die Constructionen mit, ohne den Versuch zu 
machen, sie als richtig nachzuweisen; wie Wiener angiebt, 
werden in dem letztgenannten Werke Durchdringungen von 
Flächen, Bestimmungen wahrer Gestalten, Umlegungen und Ab- 
wickelungen bereits benutzt 

Einen wesentlichen Fortschritt in theoretischer Hinsicht 
bezeichnen die Schriften von Oirard Desargues*) aus Lyon 
(1593 — 1662), von welchen aber nur die von seinem begab- 
testen Schüler Abraham Bosse (1611 — 1678) herausgegebene 
Schrift: La pratique du trait à preuves, de Mr. Des- 
arguesj Lyonnois, pour la coupe des pierres en l'ar- 
chitecture; Paris 1643, hier zu nennen ist. Diese Schrift 
ist auf Grandlage von Desargues^ Gedanken verfasst, welcher 
auch eine Vorrede dazu geschrieben hat**). Wie Chr. Wiener 



*) M. Cantor, Vorlesungen über Geschichte der Mathematik. 
Bd.n, 1892. S. 617— 621. 

**) Herrn M. Gantor verdanke ich die freundliche Mittheilung, 
dass von Bosse's Schrift in Band II, S. 5— 11 der Oeuvres de 
Besargites réunies et analysées par M. Poe^ra (Paris 1864) die 

12* 
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angiebt, enthält dieselbe ein allgemeines Verfahren znr Bestim- 
mung der wahren Gestalt der Gewölbsteinflächen, welches auf 
einer allgemeinen Veränderung der Projectionsebene beruht. 
Das Verfahren ist aber nicht einfach, und da es Bosse auch 
noch schwer verständlich beschrieben hat, so überrascht es 
nicht, dass Desargues ^ als sein geistiger Urheber, von den 
Praktikern, welche >die geometrische Auffassung zu Gunsten 
der handwerksmässigen , wenn auch nachweislich nicht selten 
irrigen üebung bekämpften« {Gantor), heftig angefeindet wurde. 
Nur in einfachen Fällen wird das Verfahren der Aenderung 
der Projectionsebenen jetzt noch angewendet; im Allgemeinen 
führen andere Methoden schneller und einfacher zum Ziele. 

Ich erwähne nur kurz den 1671 und 1676 erschienenen 
Euclides adauctus et methodicus des Italieners Camillo 
Guarino Guanni^ in welchem ein Abschnitt Betrachtungen 
aus der darstellenden Geometrie enthält*), und* den Traité 
de la coupe des pierres von de la Bue aus dem Jahre 
1728 mit vielen sehr genauen Zeichnungen, welche bei Her- 
stellung der Vorlagen für die École polytechnique benutzt 
wurden, und wende mich dann zu dem französischen Officier und 
Ingenieur Frézier (1682 — 1773), welcher der weitaus bedeu- 
tendste Schriftsteller auf dem Gebiete der darstellenden Geo- 
metrie vor Monge ist. Sein Werk: La théorie et la pratique 
de la coupe des pierres et des bois ou traité de stéréo- 
tomie erschien 1738 und 1739 in zwei Bänden in Strassburg 
(Zweite Auflage in drei Bänden in Paris, 1754, 1768, 1769). 
Das Werk scheint jetzt sehr selten geworden zu sein; es ist 
mir trotz vieler Bemühungen nicht gelungen, dasselbe zu er- 
halten, und ich muss mich daher streng an den von Chr. Wiener 
gegebenen Bericht**) halten, dem auchif. Cantor aus dem glei- 
chen Grunde zu folgen gezwungen war***). Frézier behan- 
delt in dem ersten Bande die Theorie für sich, wobei er zu 



Rede ist, und dass die von Desargues selbst ve^fasste Vorrede eben- 
daselbst im Band I, S. 469—478 abgedruckt ist. Ich habe mich 
auf den Bericht von Chr. Wiener (a.a.O., Bd. I, S. 23), welcher 
die Bosse'Bche Schrift selbst gesehen und ihr seine Angaben ent- 
nommen zu haben scheint, gestützt, zumal da Potidra, wie mir 
Herr Cantor mittheilte, im Allgemeinen von vollendeter Unklarheit 
und nicht immer zuverlässig ist. 

*) M. Cantor, Vorlesungen über Geschichte der Mathematik. 
1898. Bd. III, S. 13. 

**) Chr. Wiener, a. a. 0., Bd. I, S. 23—24. 
*♦*; M. Cantor, a. a. 0., Bd. III, S. 767—768. 
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allen Constructionen die zugehörigen Beweise giebt, und in 
dem zweiten Bande die Anwendungen auf die Praxis, welche 
Trennung bis dahin noch kein Schriftsteller vorgenommen hatte. 
Zur Darstellung der räumlichen Gebilde benutzt Fréx^ier in 
erster Linie die orthogonale Parallelprojection , welche »man 
sich durch herabfallende Tropfen Tinte veranschaulichen soll«. 
Die Projectionsebene ist, je nachdem es sich um den Grund- 
riss (ichnographie, projection horizontale) oder um den Aufriss 
(orthographie) handelt, horizontal oder vertical gestellt. Dann 
betrachtet Frézier die ebenen krummen Linien und die krummen 
Flächen, welche er durch Bewegung einer erzeugenden Curve 
entstehen lässt und von welchen er die windschiefen Flächen 
besonders eingehend bespricht; zu den letzteren zählt er noch 
Flächen, welche jetzt nicht mehr dazu gerechnet werden. 
Ferner construirt er die Durchdringungen von Körpern, indem 
er durch parallele Ebenen auf ihren Oberflächen Curven aus- 
schneidet, deren Durchschnittspunkte dem zu bestimmenden 
Schnitte angehören; hier betrachtet er vornehmlich die Schnitte 
von Cylindem, Kegeln, Kugeln und Ellipsoiden und classi- 
ficirt die hierbei erzeugten Cui'ven. Es folgen dann die Ab- 
wickelungen von Polyedern und krummen Flächen, so z. B. 
wickelt Frézier den schiefen Kreiskegel ab, indem er ihn 
durch eine eingeschriebene Pyramide von genügend grosser 
Seitenzahl ersetzt. Schliesslich bestimmt er die Neigungswinkel 
von Flächen und löst dabei verschiedene Aufgaben über das 
Dreikant. 

Die Lehre von der Parallelprojection war also zu Monge\ 
Zeiten bereits weit entwickelt und ein reiches Material an Sätzen 
und Constructionen, die zum Theil geometrisch streng begründet, 
zum Theil aber auch nur praktisch erprobt waren, vorhanden. 
Der mächtigen geometrischen Begabung Mongeh aber blieb es 
vorbehalten, aus den vorhandenen Bausteinen, denen er selbst 
noch viele hinzufügte, die darstellende Geometiie als selb- 
ständige mathematische Disciplin auf wissenschaftlicher Grund- 
lage systematisch aufzubauen. Es sei hier nebenbei bemerkt, 
dass diese Disciplin auch ihren Namen »géométrie descrip- 
tive« Monge verdankt. Bevor wir uns aber näher mit seinem 
Werke beschäftigen, mögen kurz seine äusseren Lebensver- 
hältnisse geschildert werden. 

Gaspard Monge wurde am 10. Mai 1746 in Beaune, einem 
burgundischen Städtchen in dem Département Côte d'or ge- 
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boren, wo sein Vater Jacques Monge als Handwerker lebte. 
Trotz seiner ärmlichen Verhältnisse suchte dieser aber seinen 
drei Söhnen Gaspard, Louis und Jean eine gute Ausbildung an- 
gedeihen zu lassen und schickte sie auf die von den Öratoristen, 
einer geistlichen Brüderschaft, geleitete gelehrte Schule seiner 
Heimathstadt. Dort zeichnete sich Gaspard Mœige in hervor- 
ragender Weise vor seinen Mitschülern aus, und jeden Augen- 
blick seiner freien Zeit benutzend, suchte er sich in den auf 
der Schule wenig gepflegten exacten Wissenschaften gute Kennt- 
nisse zu verschaffen. Mit Hülfe eines selbstverfertigten Win- 
kelmessinstrumentes verfertigte er einen genauen (noch jetzt 
in Beaune aufbewahrten) Plan seiner Vaterstadt, welchem er 
es zu verdanken hatte, dass er mit 16 Jahren bereits Lehrer 
der Physik an der Oratoristenschule in Lyon wurde. Es kann 
deshalb nicht Wunder nehmen, dass die Öratoristen sich be- 
mühten, ihn ganz für ihren Orden zu gewinnen, was aber 
glücklicher Weise an dem einsichtsvollen Widerspruche seines 
Vaters scheiterte. 

Monge kehrte in Folge dessen bald nach seiner Vaterstadt 
zurück und trat kurze Zeit später in die berühmte militärische 
Genieschule zu Mézières ein, welche im Jahre 1748 gegründet 
worden war, um tüchtige Officiere zur Leitung der Fortifica- 
tionsarbeiten in Frankreich heranzubilden. Die Aufnahme der 
Zöglinge, welche nach erfolgreich beendigten Studien sofort 
als Genieleutnants in die französische Aimee eingestellt wurden, 
war aber an die Bedingung geknüpft, dass sie adliger Her- 
kunft seien. Mit der Schule war noch eine Hülfsschule ver- 
bunden, welche geschickte Werkmeister für die Festungsbauten 
ausbilden sollte; an die Zöglinge dieser Hülfsschule wurde bei 
der Aufnahme keinerlei Bedingung hinsichtlich ihrer Herkunft 
gestellt, und in diese nur konnte daher Monge eintreten. Die 
Schüler der Hülfsschule wurden in den Elementen der Mathe- 
matik und in der Bauconstructionslehre unterrichtet, und mussten 
dabei Modelle von Gewölbsteinen und anderen Constructions- 
theilen aus Gyps anfertigen. Wegen dieser letzteren Thätig- 
keit hatten die Zöglinge der eigentlichen Genieschule der Hülfs- 
schule den Spottnamen »Gypsschule« beigelegt. 

Eine der Hauptaufgaben der Befestigungskunst in jener Zeit 
bestand in dem Defiliren eines Festungswerkes, von wel- 
chem Monge auch in dem vorliegenden Werke (S. 51 — 52) 
ausführlicher spricht. Diese Aufgabe verlangt alle Theile einer 
Befestigung so anzulegen, dass keiner derselben von der Ar- 
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tillerie eines belagernden Feindes direct bestrichen werden 
kann. Monge gab, als eine solche Aufgabe, welche man bis 
dahin nur durch umständliche Rechnungen zu lösen vermocht 
hatte, gestellt war, eine einfache geometrische Lösung. Hier- 
durch erkannten seine Vorgesetzten Mofige*^ aussergewöhnliche 
Befähigungen und ernannten ihn im Jahre 1765 zum Repetitor 
au der Anstalt. Achtzehn Jahre lang, bis 1783, wirkte Monge 
nun als Lehrer in Mézières, wo er 1768 die Professur für 
Mathematik und drei Jahre später auch noch die für Physik 
erhielt. In Mézières schuf er, abgesehen von hervorragenden 
analytisehen Abhandlungen, seine darstellende Geometrie und 
unterrichtete auch in derselben. Vor die Oeffentlichkeit durfte 
Monge aber mit diesem von ihm geschaffenen Wissenszweige 
erst dreissig Jahre später treten, da ihm von seinen Vorgesetzten 
dessen Geheimhaltung aufs Strengste anbefohlen war; diese son- 
derbare Maassregel entsprang der Rivalität, welche zwischen den 
verschiedenen französischen Militärschulen bestand und jede 
ihre Vortheile sorgsam vor den anderen verborgen halten liess. 
Auf Grund seiner analytisch -geometrischen Untersuchungen, 
deren Veröffentlichung ihm gestattet war, wurde Monge im 
Jahre 1780 zum Mitgliede der Pariser Akademie ernannt und 
erhielt gleichzeitig die Professur für Hydraulik im Louvre, 
welche er bis zum Jahre 1783 gemeinsam mit seiner Stellung 
in Mézières inné hatte, indem er die eine Hälfte des Jahres 
in Paris, die andere Hälfte in Mézières lehrte. Als er im 
Jahre 1783 noch zum Examinator der Marinezöglinge ernannt 
worden war, verliess er seine Stellung in Mézières und sie- 
delte ganz nach Paris über. 

Dass die wenige Jahre später ausbrechende Revolution von 
Monge mit Freuden begrttsst wurde, kann nicht tiberraschen, 
wenn man bedenkt, wie sehr er gerade unter den Privilegien 
der bevorrechteten Stände und dem Jahrzehnte lang auf ihn 
ausgeübten geistigen Drucke gelitten hatte ; bald genug lernte 
er freilich die Kehrseite kennen und erfühl- an sich selbst, 
dass die Revolution alles Andere , /nur keine wahre Freiheit 
für den Einzelnen gebracht hatte. Vielleicht war diese Er- 
kenntniss der wesentlichste Grund dafür, dass er sich später 
so schnell mit dem Kaiserthume aussöhnte. Gegen seinen Willen 
wurde Monge nach der Entthronung Ludwigs XVI. im August 
des Jahres 1792 von der Nationalversammlung zum Marine- 
minister in jenem Ministerium ernannt, dessen Seele der furcht- 
bare Danton als Justizminister war. Sobald er es wagen 
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konnte, ohne befürchten zu müssen, deshalb des Landesverrathes 
beschuldigt zu werden, suchte er seine Entlassung als Minister 
nach, welche er aber erst im April 1793 erlangen konnte. Er 
übernahm dann die Leitung der staatlichen Gewehrfabriken, 
Geschützgiessereien und Pulvermühlen, in welcher Stellung er 
sich — trotz grösster Nothlage, da ihm die Republik wegen 
Geldmangels den Gehalt nicht zahlen konnte — die grössten 
Verdienste um die Vertheidigung des Landes erwarb und noch 
Zeit fand, ein umfangreiches Werk über die Fabrikation der 
Kanonen zu verfassen. Alle diese Verdienste hinderten jedoch 
nicht, dass er unter Robespierre'^ Schreckensherrschaft im Juli 
1793 von seiner Stellung enthoben und in Anklagezustand 
versetzt wurde; es genügte, dass er im Convente gegen das 
Todesurtheil Ludwig's XVI. gesprochen hatte , um ihn ver- 
dächtig erscheinen zu lassen. Dem ihm drohenden Verhängnisse 
entging er noch rechtzeitig durch die Flucht in das Ausland. 

Nach dem Sturze der Schreckensregierung des Wohlfahrts- 
ausschusses kehrte Monge in sein Vaterland zurück. Da unter 
den Revolutionswirren fast alle Schulen im Lande eingegangen 
waren und nun ein grosser Lehrermangel sich fühlbar machte, 
so suchte der Convent nach Mitteln, um so schnell als mög- 
lich neue Lehrkräfte zu bekommen, und verfügte durch einen 
Erlass vom 30. Oct. 1794 die Errichtung der École nor- 
male, welche aber nur während der ersten vier Monate des 
Jahres 1795 wirklich bestanden hat. Fünfzehnhundert durch Be- 
gabung ausgezeichnete Jünglinge wurden aus allen Departements 
ausgewählt, um in dieser Schule von den ersten Gelehrten 
Frankreichs unterrichtet zu werden. Lagrange und Laplace 
lehrten an derselben Mathematik, während Monge hier zum 
ersten Male seine darstellende Geometrie öffentlich vortragen 
durfte, in deren Unterricht ihn Lacroix und Hachette unter- 
stützten. Die Vorträge fanden in dem Amphitheater des Jardin 
des plantes statt, während die constructiven Uebungen zu der 
darstellenden Geometrie in der zu Zeichensälen umgebauten 
Kirche der Sorbonne abgehalten wurden. Monge eröffnete 
am 19. Januar 1795 seine Vorträge mit eiiier programmartigen 
Rede, in welcher er in der nachdrücklichsten Weise auf die 
Nothwendigkeit einer Aenderung des öffentlichen Unterrichtes 
hinwies. 

Um die französische Nation von der Abhängigkeit, in wel- 
cher sie sich von der ausländischen Industrie befinde, zu be- 
freien, müsse, so führte Monge aus, der öffentliche Unterricht 
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îu Frankreich bestrebt sein, Dinge zn lehren, welche Genauigkeit 
erfordern und dadurch die Schüler an sorgfältiges und exactes 
Arbeiten gewöhnen; es seien daher auch 'die Schüler mit dem 
Gebrauche von Instrumenten, welche zur Herstellung präciser 
Arbeiten dienen, vertraut zu machen. Femer müssen die Er- 
gebnisse der Naturforschung immer weiteren Kreisen bekannt 
werden, da gerade diese Kenntnisse für den Fortschritt der 
Industrie von höchster Bedeutung seien. Schliesslich sei auch 
die Kenntniss der Maschinen nöthig, welche entweder Natur- 
kräfte zu benutzen ermöglichen oder dazu dienen, die Hand- 
arbeit zu vermindern und die Arbeitserzeugnisse gleichförmiger 
und genauer zu machen. Zur Erreichung dieser Ziele sei aber 
die Kenntniss der darstellenden Geometrie, dieser für den In- 
genieur nnerlässlich nothwendigen Sprache, von ganz besonderer 
Wichtigkeit. Sie sei leicht zu erlernen, gewöhne die Schüler 
durch die mit dem Unterrichte zu verbindenden constructiven 
Uebungen an Präcision und wecke den Forschungstrieb, da sie 
sich immerfort damit beschäftige, Unbekanntes aus Bekanntem 
zu ermitteln. Femer ermögliche sie ein klares Verständniss 
der Elemente der Maschinenlehre. Bis jetzt sei aber kein gutes 
elementares Werk über darstellende Geometrie vorhanden, ent- 
weder weil derselben von den Gelehrten zu wenig Interesse 
entgegengebracht, oder weil sie nur in mangelhafter Weise von 
Leuten gepflegt worden sei, deren ungenügende Vorbildung 
sie hinderte, die Ergebnisse ihrer Betrachtungen Anderen mit- 
zutheilen. Deshalb seien mündliche Vorträge ohne wirklichen 
Nutzen, wenn nicht constractive Uebungen, welche zugleich 
die Schtüer mit dem Gebrauche von Cirkel und Lineal vertraut 
machen, ergänzend hinzutreten. In diesen Uebungen seien auch 
die wesentlichsten Anwendungen der Projectionsmethode z. B. 
auf die Perspective, die Schattenlehre, den Steinschnitt und die 
Maschinenlehre eingehender zu berücksichtigen. — 

Noch ehe die Ecole normale ihren ersten Cursus beendigt 
hatte, fiel sie bereits den politischen Missverhältnissen zum 
Opfer, weil die Schüler dem Convente nicht demokratisch 
genug gesinnt erschienen*). Im Jahre 1794 wUr aber bereits 
der Plan zur Gründung einer neuen Schule entstanden, welche 
die früheren, in der Revolution sämmtlich eingegangenen Mili- 
tärschulen ersetzen sollte, und bereits am 28. Sept. 1794 ge- 



*) Ch. Dupin, Essai bist, sur les services et les travaux scien- 
tifiques de G. M. Paris 1819. S. 40. 
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nehmigte der Convent die für die geplante Anstalt nöthigen, 
sehr bedeutenden Geldsummen. Die Schule selbst wurde erst 
im Jahre 1795, nach Schliessung der École normale unter 
dem Namen École polytechnique eröffnet. Monge, welcher 
von Anfang an das Unternehmen eifrigst gefördert hatte und 
nach dessen PlÄnen die Schule eingerichtet war, sollte ihr 
erster Präsident werden ; da er aber ablehnte, wurde Lagrange 
dazu ernannt. Bis zum Jahre 1809 war Monge als Professor 
für darstellende Geometrie an der École polytechnique thätig 
und trug nicht zum wenigsten dazu bei, dass dieselbe wenige 
Jahre nach ihrer Gründung sich in ganz Europa den glän- 
zendsten Ruf erworben hatte, welchen sie auch viele Jahrzehnte 
hindurch sich unvermindert zu erhalten wusste. Wir finden 
in der ersten Hälfte dieses Jahrhunderts unter ihren Lehrern 
der Mathematik die berühmtesten französischen Mathematiker, 
welche zum grossen Theile früher selbst Schüler der Anstalt 
gewesen waren; aus den an ihr gehaltenen Cursen entstanden 
Lehrbücher, von denen viele zu den klassischen Werken der 
mathematischen Litteratur gezählt werden. Nach dem Vor- 
bilde der École polytechnique wurden später die technischen 
Hochschulen in Deutschland, Oesterreich und der Schweiz 
gegründet. 

ifow^e's eifrige Thätigkeit an der École polytechnique wurde 
nur durch verschiedene politische Missionen unterbrochen, 
welche ihn nach Italien und später mit der napoleonischen 
Expedition nach Aegypten, wo er bis zu seiner Heimkehr 
Präsident des dort gegründeten ägyptischen Institutes war, 
führten. Gelegentlich der ersten Sendung Monge^^ nach Italien 
lernte ihn Napoleon kennen und hochschätzen. Auch nach 
seiner Thronbesteigung bewahrte ihm Napoleon seine Freund- 
schaft und tiberhäufte ihn mit Titeln und Ehren. Aber selbst 
dem Kaiser gegenüber bewahrte Monge seinen Freimuth und 
verhinderte dadurch manche Gewaltmaassregel, die derselbe in 
der ersten Zeit seiner Regierung gegen die polytechnische 
Schule ausführen wollte, weil ihre Schüler seiner Thronusur- 
pation anfänglich feindlich gegenüber gestanden hatten. 

Diese nahen persönlichen Beziehungen zu Napoleon waren 
jedoch auch die Ursache, dass nach seinem Sturze Monge uàter 
der Verfolgung der Bourbonen zu leiden hatte. Er wurde 
im Jahre 1816 aller seiner Aemter und Würden für verlustig 
erklärt und aus der Liste der Mitglieder der Pariser Akademie 
gestrichen. In Folge dieser Schicksalsschläge fiel er in gei- 
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stige Umnachtung und verbrachte seine beiden letzten Lebens- 
jahre in völliger Theilnahmlosigkeit, bis ihn der Tod am 
28. Juli^l818 von seinen Leiden erlöste. 

Wegen ausführlicherer Mittheilungen über Monge'^ Leben 
und Wirken verweise ich noch auf die folgenden Biographien 
und Abhandlungen: 

Ch. Dupiuy Essai historique sur les services et les tra- 
vaux scientifiques de Gaspard Monge. Paris, 1819. 
Fr, [Arago, Gaspard Monge (Biographie lue en séance publique 
de l'Académie des sciences, le 11 mai 1846). Oeuvres 
complètes de Fr. Arago, T. II, S. 427—592, Paris 1854. 
Deutsche Ausgabe von TF. G. Ilankel, Bd.IL 8. 347—484, 
Leipzig 1854. 
A'. Fink, Monge. Correspondenzblatt für die Gelehrten- und 

Realschulen Württembergs, 1892, 7.— 10. Heft. 
C. G. J. Jacobij lieber die Pariser polytechnische 
Schule. Gesammelte Werke, Bd. VII, 8.355. Berlin 1891. 
Auf diese Darstellungen muss ich auch hinsichtlich Monge'*» 
unsterblicher Leistungen auf anderen Gebieten der Mathematik, 
vornehmlich in der analytischen Geometrie, welcher sein be- 
rühmtestes Werk (Application de Tanalyse à la géo- 
métrie) gewidmet ist, verweisen, da hier nur seine Verdienste 
um die darstellende Geometrie zu würdigen sind. 

Die darstellende Geometrie nahm in den Lehi*plänen der 
École normale und École polytechnique einen breiten Raum 
ein, indem ihr die halbe Unterrichtszeit gewidmet war. »Die 
Zahl der von den Schülern in einem Jahre hergestellten Zeich- 
nungen übertrafen durch ihre Zahl und Schwierigkeit jede 
Vorstellung; es lassen sich diese Leistungen nur durch das 
Beispiel des Lehrers M. erklären«*). Monge* s Vorträge, welche 
wie alle Vorträge an der École normale von den Professoren 
frei gehalten werden mussten, wurden, von Stenographen nach- 
geschrieben und von Monge revidirt, zum ersten Male im 
Jahre 1795 in dem Journal des écoles normales Bd. I — IV 
gedruckt veröffentlicht unter dem Titel: Leçons de géométrie 
descriptive, données à l'École normale, publiées d'abord en 
feuilles, d'après les sténographes. Die erste Ausgabe dieser 
Vorlesungen in Buchform erschien im Jahre VII der Republik 
(22. Sept. 1798 bis 22. Sept. 1799) unter dem Titel: Géo- 

*) Jacobi, Werke, Bd. VII, S. 363. 
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métrie descriptive (Leçons données aux écoles normales, 
Tan III de la république). Das Werk erschien in einer Reihe 
von Auflagen in den Jahren 1800, 1811, 1820, 1827, 1837, 
1847 (7. Aufl.). Abgesehen von einzelnen Worten, deren Aen- 
derung wie z. B. république in empire, bez. royaume die in- 
zwischen veränderte Staatsform erkennen lässt, stimmen die 
verschiedenen Auflagen fast völlig überein; es sind auch stets 
dieselben Figuren benutzt. Den einzelnen Auflagen sind ver- 
schiedene Supplemente angefügt, so z. B. der 3. Auflage (1811) 
ein Supplement von Hachette^ der 4. und 5. Auflage (1820 und 
1827) ein solches von Brisson, 

Monge sagt in dem Vorworte der Ausgabe von 1798/99, 
dass das Buch nur den ersten Theil eines umfassenden Werkes 
über darstellende Geometrie bilden solle; in einem zweiten 
Theile würde er die gegebenen Constructionen auf den Stein- 
schnitt, das Fachwerk, die Perspective, Schattenconstructionen 
und Maschinenlehre anwenden. Die dazu gehörigen Zeichnungen 
seien auch schon gestochen und dienten jetzt den Schülern 
der polytechnischen Schule als Modelle ; verschiedene von der 
Regierung ihm ertheilte Missionen, deren eine ihn jetzt nach 
Aegypten führe, hinderten ihn aber an der Vollendung des 
Werkes, welche auch nie erfolgte. 

In dem der vierten Auflage angefügten Supplement theilt 
Brisson einige dieser Anwendungen mit, welche er nach Monge' ^ 
hinterlassenen Aufzeichnungen bearbeitet hat, nämlich die 
Grundlagen der Schatten- und Beleuchtungslehre und der 
Perspective. 

Für die vorliegende erste deutsche Ausgabe von Monge\ 
Géométrie descriptive ist die Ausgabe von 1798/99 be- 
nutzt, da dieselbe einerseits als von Monge selbst redigirt zu 
betrachten und andrerseits die erste selbständige Buchausgabe 
ist. Die am Schlüsse befindlichen drei Zusätze fehlen in den 
späteren Auflagen (wenigstens von der dritten an; die zweite 
war mir unzugänglich). Die 50 Figuren des Originals, welche 
für dasselbe von hervoiTagenden Künstlern gezeichnet und dort 
auf 24 besonderen Tafeln abgedruckt sind, zeichnen sich durch 
vorzügliche Ausführung, geschickte Annahmen und schöne Ver- 
hältnisse aus. Die Originalfiguren sind auf photographischem 
Wege verkleinert und als Textfiguren in diese deutsche Aus- 
gabe aufgenommen. Dem liebenswürdigen Entgegenkommen 
des Herrn Verlegers ist es zu danken, dass viele Figuren sich 
doppelt voi-finden, um das lästige Umblättern beim Vergleiche 
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von Figuï und Text so viel als möglich zu vermeiden. Dass 
es an einzelnen.Stellen doch noch nöthig ist, hat seinen Grund 
einerseits darin, dass eine andere typographische Anordnung 
nicht möglich war, andrerseits darin, dass die doppelt aufzu- 
nehmenden Figuren vor Beginn des Druckes hezeichnet werden 
mussten. Nur wenige neue Figuren mussten zur Ergänzung 
hinzugeftigt werden; es sind dies die Figuren Nr. 2, 34, 56, 
69, 70. Es lassen sich also, wenn nöthig, leicht die ursprüng- 
lichen Nummern der Figuren ermitteln, wenn man diese Figuren 
nicht mitzählt und jede der mehrfach vorhandenen ührigen 
Figuren nur einfach zählt. In allen Figuren ist aber die 
Bezeichnung in systematischer Weise abgeändert, da die ur- 
sprüngliche nicht immer conséquent durchgeführt und sehr 
wenig übersichtlich war. lieber die Art der neuen Bezeich- 
nung ist in der Anmerkung 1 (S. 193) das Nöthige gesagt; 
ich hoffe, dass durch die sehr mühsame Arbeit, welche die 
Umänderung der Bezeichnung natürlich verursachte, leichte 
üebersichtlichkeit erzielt ist. — Die Uebersetzung schliesst 
sich thunlichst getreu dem Texte der Originalausgabe an, wenn 
auch die vorgenommene Aenderung der Bezeichnung in den 
Figuren öfter kleine Aenderungen im Texte nothwendig zur 
Folge hatte und manche Flüchtigkeiten, welche auf Rechnuug 
der Stenographen zu setzen sind, beseitigt werden mussten. 
Die in eckigen Klammern eingefügten Zahlen sind die Seiten- 
zahlen der Originalausgabe von 1798/99; sie beginnen mit [5], 
da die Aufnahme der (S. 184) erwähnten Eröffnungsrede ifo^e's, 
welche der Originalausgabe vorgedruckt ist, sich hier nicht 
empfahl. 

Von den Supplementen, welche den späteren Ausgaben an- 
gehängt sind, habe ich keines in die Ausgabe aufgenommen, 
da sie ausser dem erwähnten Supplemente von Briason zu 
Monge überhaupt in keiner dii'ecten Beziehung stehen. Aber 
auch das von Brisson verfasste. Supplement glaubte ich aus- 
schliessen zu sollen, obgleich es nach den hinterlassenen 
Papieren Monge^B verfasst ist; denn abgesehen davon, dass 
die Darstellung nicht von Monge selbst heiTührt, hat Brisson 
auch seine eigene Theorie über die Stärke der Farbentöne 
hineinverflochten und dadurch enthält auch dieses Supplement 
zu viel fremdartiges. 

Durch seine Géométrie descriptive ist Monge der Be- 
gründer der darstellenden Geometrie als Wissenschaft gewor- 
den, indem er nach Sammlung und Sichtung des vorhandenen 
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Materials dasselbe dureh eigne Sätze nnd Constructionen ansser- 
ordentlicli bereicherte, alles systematisch ordnete und wissen- 
schaftlich vertiefte. Als wesentlichster Schritt, den Monge 
hierbei that, ist wohl seine Einführung der Schnittlinie der 
Grund- und Aufrissebene als Projectionsaxe anzusehen, welcher 
Naine aber von Monge nicht gebraucht wurde; wie Wiener 
angiebt, bezeichnete Monge diese Axe mit dem aus der 
Perspective entlehnten Namen ligne de terre, welcher in 
der Géométrie descriptive sich nicht findet. Um diese Axe 
legte er dann die eine Projectionsebene in die andere um und 
eneichte dadurch die Vereinigung von Grund- und Aufriss in 
ein und derselben Ebene. Hieraus ergaben sich eine Menge 
von Vortheilen, so z. B. dass die beiden Projectionen eines 
Punktes in einer Senkrechten zu der Projectionsaxe liegen, 
dass eine Ebene durch ihre beiden Spuren, welche sich auf 
der Projectionsaxe schneiden, bestimmt ist, dass die Projec- 
tionen der Normalen einer Ebene senkrecht auf ihren gleich- 
namigen Spuren stehen, und andere mehr. Femer ist seine 
Darstellung krummer Flächen hervorzuheben, welche er durch 
ihre scheinbaren Umrisse und die Projectionen ihrer Erzeugen- 
den, von denen er gegebenen Falles zwei verschiedene Systeme 
von Erzeugenden benutzt, bestimmt. Durch alle diese Maass- 
nahmen konnte er nicht nur die früher bereits gelösten Auf- 
gaben einfacher lösen, sondera noch ungelöste und neue Auf- 
gaben in einfacher Weise erledigen. Von besonderem Interesse 
ist der letzte Theil, in welchem Monge von der Krümmung 
der Curven und Flächen, den Evoluten, Krümmungslinien und 
abwickelbaren Flächen spricht; die Theorie der Krümmung 
hat er in seinen analytischen Abhandlungen, besonders in dem 
schon genannten Werke: application de l'analyse à la géo- 
métrie geschaffen und eingehend begründet. Es ist interessant, 
wie er dagegen hier diese Begriffe und ihre gegenseitigen Be- 
ziehungen auf Grund rein geometrischer Betrachtungen zu er- 
klären versucht. 

Die Form, in welcher Monge die darstellende Geometrie 
schuf, war eine so vorzügliche, dass seine Nachfolger bis über 
die Mitte dieses Jahrhunderts hinaus nichts wesentliches daran 
ändern konnten. Seine Vorlesungen lagen entweder direct oder 
in freien Bearbeitungen (wie z. B. in dem ersten grösseren 
deutschen Werke über darstellende Geometrie: O, Schreiber, 
Lehrbuch der darstellenden Geometrie nach Monges 
géométrie descriptive vollständig bearbeitet 1828/29) überall 
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dem ünterriclite in der darstellenden Geometrie zu Grunde. 
In der neueren Zeit wurde der wissenschaftlielie Ausbau der 
darstellenden Geometrie durch die vomehmlicli von deutschon 
Mathematikern bewirkte Einführung der projectiven Geometiie 
weiter gefördert und dadurch die analytisch-geometrischen Hülfe- 
mittel, welche Monge und seine unmittelbaren Nachfolger oft 
zur Begründung der Constructionen vei*wendet hatten, ganz 
aus der darstellenden Geometrie entfernt, wie es ihrem rein 
geometrischen Charakter angemessen ist. 

Bei der grossen Bedeutung, welche die darstellende Geo- 
metrie jetzt für weite Berufskreise hat, und bei der erhöhten 
Aufmerksamkeit, welche ihr neuerdings erfreulicher Weise auch 
an unseren deutschen Universitäten, wo sie so lange Zeit als 
Stiefkind behandelt worden war, zu Theil wird, hoffe ich, dass 
diese neue Ausgabe von Monge's Vorlesungen Vielen erwünscht 
kommt. Denn es bildet nicht nur die Géométrie descrip- 
tive noch heute die wissenschaftliche Grundlage der darstellen- 
den Geometiie, sondern sie bietet jedem Lehrer dieser Disciplin 
ein an Eleganz, Klarheit und vollendeter Form der Darstellung 
schwer erreichbares Vorbild dar. Kein Geringerer als Gauss 
spendet ihr in seiner Besprechung ihrer dritten Auflage in 
den Göttingischen gelehrten Anzeigen vom 31. Juli 1813 das 
hohe Lob: »Dem vorliegenden Werke über diese Wissenschaft 
müssen wir insbesondere das Lob einer grossen Klarheit und 
Concision im Vortrage, eines wohlgeordneten üeberganges vom 
Leichteren zum Schwereren und der Reichhaltigkeit an neuen 
Ansichten und gelungenen Ausführungen beilegen, und daher 
das Studium desselben als eine kräftige Geistesnahrung empfehlen, 
wodurch unstreitig zur Belebung und Erhaltung des echten, in 
der Mathematik der Neueren sonst manchmal vermissten geo- 
metrischen Geistes viel mit beigetragen werden kann*).« 

Wenn ich hier auch auf die Weiterentwickelung der dar- 
stellenden Geometrie in diesem Jahrhundert nicht eingehen 
kann, da mir der zur Verfügung stehende Raum kaum eine 
Namenaufzählung, welche überdies wenig Werth hat, gestatten 
würde, so muss ich doch dem französischen Mathematiker 
Lacroix (1765 — 1843) wegen seines Werkes über darstellende 
Geometrie, welches 1796, also fast gleichzeitig mit den Monge- 
sehen Vorlesungen erschien, noch einige Zeilen widmen. Dieses 



♦) Qauss, Werke, Bd. IV, S. 3Ô9. 
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Werk trägt den Titel: Compléments des éléments de 
géométrie. Essais de géométrie sur les plans et les 
surfaces und deckt sich inhaltlich fast ganz mit Monges 
Géométrie descriptive. Lacroix betont in dem Vorworte seines 
Werkes ausdrücklich, dass er die Materialien zu demselben 
bereits vor dem Erscheinen der Jfo^e'schen Vorlesungen gehabt 
habe, dass mithin in demselben nicht eine blosse Nachahmung 
dieser erblickt werden dürfte. Die merkwürdige Ueberein- 
stimmung der beiden Werke lässt sich aber wohl folgender- 
maassen erklären*). Eine Construction, nämlich diejenige des 
Durchschnittes zweier Umdrehungsflächen, deren Axen sich 
schneiden, hatte Lacroix^ wie er selbst angiebt, von einem 
Schüler der Militärschule in Mézières erfahren. Ferner hatte 
er dann später zufällig Zeichnungen, welche in Mézières unter 
Monge' ^ Leitung von den dortigen Schülern angefertigt waren, 
erhalten und es war ihm gelungen, die in diesen Zeichnungen 
versteckten Lösungen zu enträthseln. Dabei mag eine von 
Monge früher selbst gethane Aeusserung Lacroix auf den richtigen 
Weg gewiesen haben; Monge hatte nämlich in einer Vorlesung 
über die Anwendung der Analysis auf die Geometrie, welche 
Lacroix besucht hatte, gesagt, dass er die Lösung von gewissen 
behandelten Aufgaben mit Hülfe von Zirkel und Lineal eben- 
falls besitze, sie aber nicht mittheilen dürfe. Die directe Ver- 
anlassung zu der Herausgabe von Lacroix*^ Werke wurde dann 
seine Ernennung zum Hülfsprofessor für darstellende Geometrie 
an der École normale. Man darf demnach meines Erachtens, 
ohne Lacroix Unrecht zu thun, doch sagen, dass sein Werk im 
Wesentlichen direct Monge'^ Gedanken wiedergiebt, wenn auch 
die hervorragende mathematische Geschicklichkeit, welche dazu 
gehörte, aus den Zeichnungen allein die Methoden herauszu- 
lesen, zu bewundem ist. 

üeber die Weiterentwicklung der darstellenden Geometrie 
in diesem Jahrhundert verweise ich auf den wiederholt ge- 
nannten geschichtlichen Abriss von Öhr, Wiener und auf die 
diesbezüglichen Mittheilungen, in den folgenden Werken: 
M. Chasles, Aperçu historique sur l'origine et le déve- 
loppement des méthodes en géométrie (Bruxelles, 
1837; 2. édit. Paris, 1875) und Rapport sur les pro- 
grès de la géométrie (Paris, 1870). 



♦) Chr. Wiener, a. a. 0. Bd. I, S. 29-30. 
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E. Kötter, Die Entwickelung der synthetischen Geo- 
metrie. (Jahresbericht der deutschen Mathematiker- Ver- 
einigung, Bd. V, Leipzig 1898. Bisher ist nur die erste 
Lieferung erschienen.) 



Specielle Textanmerknngen. 

1) Zu S. 11, Monge hat in seinen Figuren nur die Punkte 
mit Buchstaben bezeichnet und zwar in der Weise, dass die 
horizontalen Projectionen derselben mit grossen lateinischen 
Buchstaben, die verticalen Projectionen mit den entsprechenden 
kleinen lateinischen Buchstaben bezeichnet sind. Dadurch war 
er gezwungen, für gerade Linien und Curven stets zwei, oft aber 
mehr Buchstaben zu verwenden. Die Projectionsaxe ist bei 
Mofige stets mit LM bezeichnet. • Diese umständliche Bezeich- 
nung erschwert natürlich die üebersicht sehr; deshalb ist in 
dieser neuen Ausgabe die Bezeichnung durchweg geändert 
und der jetzt gebräuchlichen angepasst worden. Wenn auch 
die verschiedenen neueren Lehrbücher in Einzelheiten in der 
Bezeichnungsweise von einander abweichen, so haben sie doch 
alle dieselben Grundsätze anerkannt, welchen ich daher in dem 
vorliegenden Werke ebenfalls gefolgt bin. (Vgl. z. B. Rohn- 
Papperitz, Lehrbuch der darstellenden Geometrie. 1893. Bd. I, 
8. 5—6.) 

Es sind durchweg bezeichnet 

Punkte mit grossen lateinischen Buchstaben: A, . . ., 

P, • v 

Linien (gerade und krumme) mit kleinen lateinischen 
BiTchstaben: a, . . ., ^, . . ., ä:, . . ., 

Ebenen mit grossen griechischen Buchstaben: A, . . ., 
E, 

% 



' • • y 

Winkel mit kleinen griechischen Buchstaben: a. 



die horizontale oder erste Projectionsebene mit TT', 
die verticale oder zweite Projectionsebene mit TT", 
die Schnittlinie beider, d. i. die Projectionsaxe mit x] 
die horizontale und verticale (erste und zweite) 

Projection eines Punktes P mit P' und P", bez. einer Linie 

g mit g' und g", 

Ostwald's Klassiker. U7. 13 
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der Schnittpunkt der Ebene P'P"P und der Axe x 
mit P^y 

die Spurpunkte einer Geraden^ mit G^, G^, 

die Spurlinien einer Ebene E mit e^, e^, 

der Schnittpunkt beider Spurlinien mit der Axe x mit-Ej,. 

Wenn eine ebene Figur um eine Axe in eine andere Ebene 
gedreht wird, so sind die gedrehten Elemente wieder mit den- 
selben Buchstaben bezeichnet, aber durch den oben oder unten 
angehängten Index o oder A ausgezeichnet. 

Eine bei Monge sich häufig findende Ausdnicksweise, 
welche auch in der Uebersetzung der Kürze wegen beibe- 
halten ist, sei hier noch ei-wähnt. Ist z. B. von dem Punkte P 
auf der Geraden^, deren beide Projectionen^' und ^" ge- 
geben sind, die erste Projection P' auf ^' bekannt, so findet 
man, sagt Monge , die zweite Projection P'\ indem man P' 
auf g" projicirt, und meint damit, dass man ein Loth von P' 
auf die Axe x fallen und bis zum Schnittpunkte mit g" ver- 
längern soll. 

2) Zu S. 17, Monge unterscheidet nicht in der jetzt ge- 
bräuchlichen Weise Ana ly sis und Algebra von einander, 
sondern braucht beide Wörter abwechselnd nach Belieben, 
was natürlich in der vorstehenden Ausgabe beibehalten werden 
musste. — Auf die angedeuteten Beziehungen zwischen Al- 
gebra und Geometrie, welche jetzt ihien Ausdruck in der For- 
mentheorie gefunden haben, weist Mofige zu wiederholten Ma- 
len hin. 

3) Zu S. 34. Die gesetzmässige Bestimmung der Kopf- 
und Lager-, Stoss- und Wölbflächen der einzelnen Steine bei 
Mauern und Gewölben, welche aus behauenen Quadersteinen 
erbaut werden sollen, bezeichnet man als Stein- oder Fu- 
genschnitt (Stéréotomie). Unter Fuge versteht man 
in der Baukunst zunächst die dünne (mit Mörtel ausgefüllte) 
Schicht zwischen den aneinanderliegenden Flächen zweier be- 
nachbarten Baukörper, ferner aber auch diese Flächen selbst, 
sowie die Linie, in welcher jene Schicht äusserlich sichtbar 
wird. 

4) Zu S. 35. Monge gebraucht hier das Wort Philosophie, 
welches ich aber durch das besser den Sinn wiedergebende 
Psychologie ersetzt habe. 

5) Zu S. 41. Man erkennt bei Monge immer die Absicht, 
nur solche Constructionen zu geben, welche immer, auch bei 



Digitized by VjOOQIC 



Anmerkungen. 195 

beschränktem Raume^ anwendbar bleiben, wenn sie auch nicht 
die einfachsten sind. Um hier die zweiten Spurlinien der ge- 
suchten Tangentialebenen zu finden, würde es am einfachsten 
sein, die zweiten Spurpunkte der Mantellinien, deren erste 
Projection die Geradem' ist, zu bestimmen und diese bez. 
mit den Punkten , in welchen die ersten Spurlinien s^ und t^ 
die Axe x schneiden, zu verbinden; diese zweiten Spurpunkte 
würden aber oft unzugänglich sein. 

In dem von Hachette der dritten Auflage der Géométiîe 
descriptive hinzugefügten Supplemente sind einfachere Lösungen 
für verschiedene der von Monge behandelten Aufgaben gegeben. 

6) Zu S, 46 — 48, Die hier mitgetheilte Construction des 
kürzesten Abstandes zweier windschiefen Geraden ist von 
Monge in den späteren Auflagen unter Beibehaltung desselben 
Gedankenganges in den Einzelheiten etwas abgeändert worden. 
In der dritten Auflage (S. 44—46) — ob bereits in der zweiten 
Auflage konnte ich nicht feststellen, da sie mir nicht zu- 
gänglich war — findet man statt der Abschnitte 1 — 3 (S. 46 
— 48) die folgenden und statt der Figur 20 die nachstehende 
Figur 72. 

1) >üm die erste Spurlinie s^ der Ebene Z, welche durch 
die Gerade g parallel zu der Geraden h gelegt werden soll, 
zu finden, zieht man durch einen beliebigen Punkt von g eine 
Parallele i zu h, deren Projectionen bez. parallel zu h' und h" 
sind. Als diesen Punkt wählt man den Punkt Ä auf g, dessen 
verticale Projection der Schnittpunkt Ä" von g" mit h" ist, 
und dessen horizontale Projection der Schnittpunkt Ä' des von 
A" auf die Axe x gefällten Lothes mit g' ist. Zieht man 
dann durch A' die Parallele ^' zu h\ so ist dieselbe die ho- 
rizontale Projection der Hülfsgeraden i, und ihre verticale Pro- 
jection î" fkllt mît h" zusammen. Durch den Schnittpunkt ^j " 
von h" = i" mit der Axe x zieht man ferner eine Senkrechte 
zu der letzteren, welche i' in dem ersten Spurpunkte Jj der 
Geraden i trifft. Die Verbindungslinie der beiden Spurpunkte G 
und J^ ist dann die erste Spurlinie s^ der Ebene Z. « 

2) »Um die geradlinige Erzeugende m, in welcher der um 
die Gerade h als Axe construirte Ki-eiscylinder von der Ebene Z 
berührt wird, zu erhalten, muss man beachten, dass dieselbe 
zu h parallel ist und folglich ein Punkt ausreicht, ihre Lage zu 
bestimmen. Um einen solchen Punkt zu finden, legt man 
durch einen beliebigen Punkt der Geraden ä, z. B. durch 
ihren ersten Spurpunkt H^ eine Ebene N senkrecht zu ihr. 

13* 
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Der Schnitt dieser Ebene mit der Ebene Z ist dann die Be- 
rührungslinie dieser letzteren mit dem durch H^ gehenden 
Normalschnitte des Cylinders.« 
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Fig. 72. 

> Femer wird die Ebene Z von der verticalen Ebene h'h 
in der zu h parallelen Geraden n =^ N^G [n =^ h') geschnitten 
[, welche von der Ebene N in dem Punkte G getroffen wird]. 
Die Ebene N schneidet folglich die Ebene h'h in der zu h 
und n senkrechten Geraden H^ 0, die horizontale Projections- 
ebene in der zu ä' senkrechten Geraden ^^D [und also die 
Ebene Z in der Geraden DG]. Wenn man hierauf die Ebene N 
um ihre erste Spurlinie H^ D niederlegt, so behält der Punkt D 
unverändert seine Lage bei, während der Punkt G in den 
Punkt G^ auf h' fällt, dessen Lage man folgendermaassen 
erhält.« 

>Man legt die verticale Ebene h'hn um h' in die erste 
Projectionsebene um und bestimmt zunächst den Neigungs- 
winkel der parallelen Geraden h und n gegen dieselbe. Zu 
dem Zwecke errichtet man in dem Schnittpunkte B' der ver- 
ticalen Geraden Ä"A' mit h' das hoth B' B"^ = Ä^Ä" und 
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verbindet -B-^ mit ^^ durch die Gerade ä-^, welche mit Z^' den 
gesachten Winkel einschliesst. [Hierauf zieht man durch den 
ersten Spurpunkt N^ von n die Parallele w^ zu ä^ und er- 
richtet in H^ ein Loth auf h'^, welches die Gerade w^ in dem 
Punkte C^y dem mit der Ebene h'h niedergelegten Punkte (7, 
triflft -öj C^ giebt den senkrechten Abstand des Punktes C 
von der Geraden h; beschreibt man also mit H^ (7^ einen 
Kreisbogen um H^, so ist der Schnittpunkt desselben mit h' 
der gesuchte Punkt C^,]*) Die Gerade DG^ ist dann die 
niedergelegte Berührungslinie der Ebene Z und des von der 
Ebene N auf dem Cylinder ausgeschnittenen Kreises. Fällt 
man also von dem Punkte H^ das Loth H^ E^ auf die Gerade 
DCfj und beschreibt mit H^E*^ um H^ als Mittelpunkt einen 
Kreis, so ist er der niedergelegte Schnittkreis des Cylinders 
und der Ebene N. Klappt man den Punkt E^ zurück, so muss 
durch ihn die Berührungsgerade m gehen, deren erste Protec- 
tion folglich die durch E^ parallel zu h* gezogene Gerade m' 
ist. Die Gerade m schi^eidet die gegebene Gerade g in dem 
Punkte P, dessen Projectionen P' und P" sind und durch 
welchen die Linie des kürzesten Abstandes geht.« 

3) > Fällt man von P' ein Loth auf die Spurlinie s^, dessen 
Verlängerung h' in dem Punkte Q' schneidet, so ist Q' der 
Endpunkt der horizontalen Projection der gesuchten Linie des 
kürzesten Abstandes. Projicirt man Q' auf die Gerade ä", sa 
erhält man Q" und folglich in P"Q" die verticale Projection 
des gesuchten Abstandes.« 

1) Zu S. 62 — 65. Monge hat zuerst den Satz bewiesen 
(Feuilles d'analyse appliquées à la géométrie, à l'usage de 
l'école polytechnique, publiée la première année de cette école 
[an m de la république], Paris [an IX] 1800/1801. Nr. 5), 
dass die Berührungscurve eines Tangentialkegels an eine Fläche 
^ter Ordnung auf einer Fläche [n — l)*®"^ Ordnung liegt. Sind 
§, T], Ç die Coordinaten der Kegelspitze und F=0 die Glei- 
chung der gegebenen Fläche, so ist die Gleichung jener Fläche 
(n — 1)*" Ordnung: 

(«-eg+b-,)|f+(»-9g-«F_o. 



*) In der Ausgabe von 1811 ist der Text in diesem und' dem 
vorigen Abschnitte ziemlich unklar. Des leichteren Verständnisses 
wegen habe ich einige Sätze umgestellt und ergänzende in eckig:en. 
Klammern hinzugefügt. 
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Hieraus folgt fürn = 2 sofort, dass die Curve, in welcher 
ein Tangentialkegel an eine Fläche zweiter Ordnung diese 
berührt, eine ebene Curve, also ein Kegelschnitt ist. 

Aus diesem Satze lässt sich aber der Satz in dem Art. 40 
ohne Weiteres in derselben Weise folgeni, wie dies Monge in 
dem letzten Abschnitte des Art. 39 für die ümdrehungsflächen 
zweiten Grades thut. Der obige Htllfssatz liegt auch diesem 
Beweise in dem Art. 39 zu Grunde ; ohne die Kenntniss dieses 
Satzes ist daher auch Monge\ Beweis über Pol und Polare 
nicht überzeugend. Zu vermuthen ist, dass Monge den Satz 
über die Berührungscurve eines Tangentialkegels an eine Fläche 
zweiten Grades in seinen gleichzeitigen Vorlesungen über ana- 
lytische Geometrie schon abgeleitet hatte und deshalb in der 
Vorlesung über darstellende Geometrie ihn als bekannt vor- 
aussetzte, zumal er einen rein geometrischen Beweis desselben 
nicht besass. 

Für die Kugel und ihren Tangentialkegel ist der obige 
Satz sofort evident, und deshalb ist auch Monges Beweis 
(8. 62 — 64) für den Satz, dass sich die Berührungssehne eines 
von einem ausserhalb gelegenen Punkte an einen Kreis ge- 
zogenen Tangentenpaares um einen Punkt dreht, wenn sich 
der erste Punkt auf einer Geraden bewegt, und für dessen 
Umkehrung so überaus augenfällig. Man liest darauf weiter 
mit einiger Verwunderung Monge^^ aus den obigen Gründen nicht 
befriedigenden Beweis des aualogen Satzes für beliebige Kegel- 
schnitte; man hätte eher erwarten dürfen, dass er den allge- 
meinen Fall durch Centralprojection aus dem specielleren ab- 
leiten würde, zumal dies bereits früher von Philippe de la Hire 
geschehen ist (Nouvelle méthode en géométrie pour les sec- 
tions des superficies coniques et cylindriques etc., Paris, 
1673 und Sectiones conicae in novem libros distrîbutae, 
Paris 1685*)). 

Da der Kürze wegen im Vorstehenden und auch in dem 
Inhaltsverzeichnisse die Bezeichnungen Pol und Polare ge- 
braucht worden sind, so sei bemerkt, dass sich dieselben bei 
Monge nirgends finden, sondern erst jüngeren Ursprunges sind. 
Wie Dupin in seinem Essai historique angiebt, findet sich 
das Wort Pol zuerst in einer Arbeit von Servois (Gergonne, 
Annales des mathématiques 1810/11. Bd. I, S. 337) und das 
Woii; Polare zuerst in einer Arbeit von Ger gönne (am glei- 



*) E. Kotier, a. a. 0., S. 46-47. 
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chen Oi-te, 1812/13. Bd. UI, S. 297); sie scheinen sich auch 
nur langsam eingebürgert zu haben, da sie — wie E. Kotier 
(a. a. 0., 8. 49) angiebt — Lamé 1818 noch nicht gebraucht 
hat. — 

Die Haupteigenschaft der Polaren eines Kegelschnittes, 
dass sie nämlich für jede Gerade durch den Pol der geome- 
trische Ort des dem Pole und ihren beiden Curvenschnitt- 
punkten zugeordneten vierten harmonischen Punktes ist, war 
bereits im Alterthume bekannt, und ist von Äpollonms für 
einen ausserhalb eines Kegelschnittes gelegenen Pol und von 
Pappus für den Kreis bewiesen. Dann hat Desargices in sei-^ 
nem berühmten Brouillon project d'une atteinte aux 
événemens des rencontres d'un cône avec un plan*) 
vom Jahre 1639 den Satz allgemein mit Hülfe von Involutio- 
nen bewiesen. Ferner hat de îa Hire in den oben genannten 
Abhandlungen den Satz für den Kreis bewiesen und ihn dann 
durch Projection verallgemeinert. 

Die Entwickelung der Lehre von den Polareigenschaften 
findet man ausführlich dargestellt in E. Kötter\ schon ge- 
nanntem Berichte (a. a. 0. S. 45—5^, 83—88). Vgl. auch 
TT. Fiedler^ Cyklographie (Leipzig 1882, 8. 54—105, 156' 
— 168j. 

8) Zm S. 68 — 70. Nach einer Anmerkung in dem Be- 
richte von E. Kotier (a. a. 0. S. 112, vorletzte Anmerkung) 
scheinen die Betrachtungen, mit Hülfe deren Monge die Sätze 
von den Aehnlichkeitsaxen dreier Kreise (S. 68 — 69) ableitet, 
auf d''Älemheri zurückzuführen zu sein (vgl. Nova Acta ac. sc. 
imp. Petropolitanae 1805, Bd. 14, S. 139—152). — 

In dem Satze über die vier Kugeln hat Monge die drei 
Aehnlichkeitsebenen übersehen, welche zwei innere und vier 
äussere Aehnlichkeitspunkte enthalten. Bezeichnet Ag^ den 
äusseren und /^^ den inneren Aehnlichkeitspunkt der beiden 
Kugeln Kq und K^j (für ç, a = 1, 2, 3, 4 und q ^ a), so 
erhält man durch Anwendung der Sätze über die Aehnlich- 
keitsaxen dreier Kreise leicht die folgenden acht Aehnlich- 
keitsebenen, in welchen die von je 4 Aehnlichkeitsaxen gebil- 
deten vollständigen Vierseite liegen: 



*) Oeuvres de Desargues réunies et analysées par M. Poudra, 
Bd. L 
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fehlen bei Monge. 



9) Zu S. 72 — 77. Die von Monge bei der hier gegebenen 
Construction benutzte zweite ümdrehungsfläche ist im Allge- 
meinen, wie leicht nachzuweisen ist, ein einschaliges Kotations- 
hyperboloid, welches mit der gegebenen Umdrehungsfläche 
dieselbe Axe a besitzt und deren erzeugende Gerade die ge- 
gebene Gerade g ist. 

Zieht man (vgl. Fig. 32 oder 33) die Linie des kürzesten 
Abstandes der Geraden g und der ümdrehungsaxe a, so ist, 
da a_LTT' und || TT" ist, ihre erste Projection das von A' 
auf g' gefällte Loth Ä' B\ welches zugleich auch ihre wahre 
Länger angiebt. Der Kreis 5 '5^' î^* *^so die erste Projec- 
tion des Kehlkreises der von der Geraden^ erzeugten Rota- 
tionsfläche, und die zweite Projection dieses Kehlkreises ist das 
von B" auf a" zu fäUende Loth B"M"\ der Punkt M (mit den 
Projectionen M' = ^', M") ist der Mittelpunkt des Kehlki-eises. 

Je zwei Punkte der Geraden g^ welche von dem Punkte B 
gleiche Abstände haben, beschreiben bei der Kotation der Ge- 
raden Parallelkreise mit gleichem Radius; daraus folgt, dass 
für die entstehende Rotationsfläche die Ebene des Kehlkreises 
eine Symmetrieebene ist. 

Um nun noch die Meridiancurve der Fläche zu bestim- 
men, betrachtet man einen beliebigen Punkt C der Geraden g. 
Dieser beschreibt bei der Bewegung der Geraden einen Pa- 
rallelkreis, dessen Radius gleich A' G' ist. Nimmt man dann 
in der durch die Axe a und den Punkt G gehenden verticalen 
Ebene ein rechtwinkliges Coordinatensystem an, dessen 2/- Axe 
in die Rotationsaxe a und dessen Anfangspunkt in den Mittel- 
punkt M des Kehlkreises fällt, so ist ^' (7 ' gleich der Abscisse 
X und G' G — B' B^ d. i. der Abstand des Punktes G von der 
Ebene des Kehlkreises, gleich der Ordinate y des Punktes C. 
Bezeichnet noch y^ den Neigungswinkel der Geraden g gegen 
die Horizontalebene, so ist oflfenbar B' G' = [G' G — B' B) ctg y^ 
= y ctg 7j , und mithin folgt aus dem Dreiecke A'B' G' \ 
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oder 

^* ^* = 1 



Die Meridiancurve ist also eine Hyperbel nnd die durch die 
Rotation der Geraden g erzeugte Fläche folglich ein einschaliges 
Umdrehungshyperboloid. Die Nebenaxe der Meridianhyperbel 
fällt in die Rotationsaxe a, ihre Hauptaxe ist gleich der dop- 
pelten Länge des kürzesten Abstandes von a und g und ihr 
Asymptoten Winkel ist gleich 2y^, 

Wenn sich a und g schneiden, so artet das Rotationshyper- 
boloid in einen geraden Kreiskegel aus. 

Nach diesen Angaben ist die Hyperbel /" leicht zu zeich- 
nen und daher die von Monge gegebene Lösung der 6. Auf- 
gabe (Art. 47) ziemlich einfach durchzuführen. Diese Lösung 
ist wohl für alle Umdrehungsflächen, welche nicht von der 
zweiten Ordnung sind, die einfachste überhaupt. 

10) Zu S. 78, Das erste gedruckte Vorkommen des Aus- 
druckes Curve doppelter Krümmung, welches bis jetzt 
nachzuweisen ist, findet sich, wie M, Cantor*) angiebt, in einer 
Abhandlung von Henri Pitot (1695 — 1771), welche aus dem 
Jahre 1724 und deren Nachtrag aus dem Jahre 1725 stammt 
(Histoire de l'Académie des sciences. Année 1724, erschienen 
1726. S. 113). Pitot spricht dort von der gewöhnlichen Schrau- 
benlinie, welche sich dadurch von der Spirale oder Sehnecken- 
linie — mit welchem Namen die Alten auch jene bezeich- 
neten — unterscheide, dass sie auf der krummen Oberfläche 
eines Körpers liege und eine Curve doppelter Krümmung sei. 
Vielleicht würden »diese Arten von Curven doppelter Krüm- 
mung eines Tages den Gegenstand von Untersuchungen der 
Geometer bilden«. 

11) Zu S . 88, Die jetzt gebräuchlichen Bezeichnungen 
wahrer und scheinbarer Umriss finden sich bei Monge 
noch nicht. Die äussetsten geradlinigen Erzeugenden, von 
denen er in diesem Falle redet, sind also der zweite wahre 
Umriss des Cylinders. 

12) Zu S, 91, Hier gilt wieder das in der Anmerkung 5 
Gesagte, Am einfachsten erhält man in dem Punkte Dq die 



*) M. Cantor, a. a. 0. Bd. II, S. 428. 
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Tangente an die Curve Iq", wenn man die Tangente t bis zu 
ihrem Schnittpunkte iS' mit B' C verlängert und dann den 
Punkt S' in den Punkt S" auf e^ projicirt. Der Punkt S 
bleibt ungeändert, wenn man die Ebene E um J9(7 parallel 
zu TT" dreht; folglich ist die Verbindungslinie von S" mit D^" 
die gesuchte Tangente. Die Punkte S', S" werden aber oft 
ausserhalb der Zeichenfläche zu liegen kommen. 

13) Zu S. 92. Mmige giebt nie an, längs welcher Mantel- 
linie er sich die abzuwickelnden Cylinder- und Kegelflächen 
aufgeschnitten denkt, und auch aus seiner in den Figuren ge- 
brauchten Bezeichnung ist dies nicht ohne Weiteres zu erkennen. 
Ich habe in den Figuren, welche die Abwickelungen geben, 
dieselben Buchstaben gesetzt, mit welchen die entsprechenden 
Punkte auf der Fläche selbst und in dem Grund- und Aufnss 
bezeichnet sind, und ihnen noch den Index a, bez. b angehängt. 
Dadurch sind die Figuren der Abwickelungen ohne jeden Com- 
mentar verständlich. 

14) Zu S. 112. Der Punkt J^, d. i. der Schnittpunkt von 
J'J" mit der Axe x, ist in die Figuren 44 und 45 im Inter- 
esse der Deutlichkeit absichtlich nicht eingetragen. — 

Die hier von Monge gegebene elegante Construction für 
die Abwickelung einer beliebigen Kegelfläche und einer auf 
ihr liegenden Curve mit Hülfe einer concentrischen Kugel ist 
im Vergleiche mit dem gewöhnlich benutzten, von Frézier bereits 
angewandten Verfahren, nach welchem man den Kegel durch 
eine eingeschriebene Pyramide von genügend grosser Seiten- 
zahl ersetzt und deren Oberfläche dann abwickelt, umständ- 
licher, da es eine zweifache Abwickelung des sphärischen Ke- 
gelschnittes nöthig macht. Ich kann mich auch Chr. Wienern 
(a. a. 0., Bd. I, S. 28) Meinung nicht anschliessen , dass das 
ifo?2^e'sche Verfahren weniger Punkte zu construiren erfordere 
als das i^(^;?:fer'sche, sondern es scheinen mii* beide gleichviele 
zu verlangen. 

15) Zu S. 118. Qiles Persone*) (1602—1675) nannte sich 
nach seinem Heimatorte Persone de Robervalj später nur Eo- 
berval. Er war Professor der Mathematik am Collège Royal 
in Paris. Seine Schriften sind in dem sechsten Bande der 
Mémoires de TAcademie Royale des Sciences, éd. 1730 ver- 
einigt. Dort (S. 3 — 67) ist auch die von RohervaV^ Schüler 
du Verdun verfasste Abhandlung Observations sur la com- 



♦) M. Canior, a. a. 0., Bd. II, S. 800—814. 
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position des mouvemens et snr le moyen de tronver 
les touchantes des lignes courbes zu finden, in welcher 
RobervaFs Methode der Tangentenbestimmung veröffentlicht wor- 
den ist; diese Abhandlung ist von Eobervalj mit einigen, aber 
nicht allen nöthigen Verbesserungen versehen, im Jahre 1668 
der Akademie vorgelegt. Mersenne hatte bereits im Jahre 1644 
eine Andeutung der Eobervar ^ohen Methode veröffentlicht. 

Im Jahre 1644 hatte Torricelli eine der i^öfteryarschen sehr 
ähnliche Methode der Tangentenbestimmung in seinen Opera 
géométrie a mitgetheilt, weshalb ihm Boherval in einem ge- 
druckten offenen Briefe, welcher vermuthlich aus dem Früh- 
jahre 1647 stammt, den Vorwurf des geistigen Diebstahles 
machte. Nach M, Cantor'^ eingehenden, höchst interessanten 
Darlegungen ist aber die ganze Anklage Boherval\ hinfällig 
und es haben vielmehr Roherval und Torricelli unabhängig von 
einander und annähernd' gleichzeitig ihre Methoden gefunden. 
Zugleich ergiebt sich, dass Roberval in seinem offenen Briefe 
an Torricelli nicht immer streng bei der Wahrheit geblieben 
ist, da er nach seinen Behauptungen 1636 im Besitze des 
Tangentenverfahrens gewesen sein will, während er es frühe- 
stens im Jahre 1639 gefunden hat. — 

Roberval hat sein Verfahren auf verschiedene ebene Curven, 
z. B. die Kegelschnitte, Cycloide, Kreisconchoide, u. a. ange- 
wendet, wobei er aber auch auf Fälle stiess, in denen es ver- 
sagte, (MontiLcla^ Histoire des mathématiques, Paris 1799, Bd. II, 
S. 49). Trotzdem aber sind ihm, wie es scheint, keine Zweifel 
an der Richtigkeit seines Verfahrens in seiner allgemeinen und 
zu unbestimmten Fassung gekommen. In der That ist das 
Verfahren unzuverlässig und führt leicht zu falschen Ergeb- 
nissen; es bedarf stets einer genauen Untersuchung, in welcher 
Weise die Zerlegung der Gesammtbewegung in zwei seitliche 
Componenten vorgenommen werden muss, damit die BobervaU 
sehe Methode eine richtige Tangentenbestimmung liefert. Die 
nothwendige Bedingung dafür ist, dass die Zerlegung der Ge- 
sammtbewegung in zwei von einander unabhängige Seitenbe- 
wegungen geschieht, dass also der Satz von dem Parallelo- 
gramm der Geschwindigkeiten anwendbar ist. 
* In der von Monge gegebenen Fassung, nach welcher die 
Gesammtbewegung in jedem Punkte der Bahn in zwei seitliche 
Bewegungen zerlegt wird, deren jede stets nach einem festen 
Punkte jF\, bez. F^ gerichtet ist, also in dem Entfernen von 
diesem Punkte oder Annähern an ihn besteht, führt die Methode, 
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wenn nicht F^ und jP, beide im Unendlichen liegen, sogar nur 
in einem besonderen Falle zu einem richtigen Ergebnisse. 

Legt man ein rechtwinkliges Coordinatensystem zu Grunde^ 
dessen positive x - Axe in die Richtung F^ F^ und dessen 
Anfangspunkt in den Halbirungspunkt der Sti'ecke F^F^ fällt, 
und bezeichnet die Winkel, welche die positive aj-Axe mit 
den Kadiivectoren r^ und r, von F^^ bez. F^ nach dem Curven- 
punkte P und mit der Tangente in P bildet, mit qp^, cp^y 
und X, ferner den Winkel, den die Richtung F^P mit der 
Tangente in P bildet, mit ip — alle Winkel im umgekehrten 
Sinne des Uhrzeigers durchlaufen — , so ist bekanntlich 

dr^ = — cos (p^ dx + sin (p^ dy^ dr^ = cos (p^dx + sin f/?, dy . 

Wenn nun die Bewegung des die Curve erzeugenden Punktes^ 
dadurch definirt ist, dass in der Zeiteinheit seine m-fache 
Geschwindigkeit in der Richtung des. einen Radiusvector gleich 
seiner ?^-fachen in der Richtung des anderen, also 

mdr^ = ndr^ 
ist, so ergiebt sich hieraus nach leichter Rechnung: 
dy m cos f/). — n cos r/). 

dx m Bin (p^ — n sin rp^ 

Da X -= ijJ -\- (p<i ist, so folgt weiter 

n — m cos (q)^ — </»,) 



tgî/^ 



m sin [cp^ — (p^) 



Berechnet man aber den Winkel i/;, weichen die Richtung FP^ 
mit der nach dem Äoeen^oTschen Verfahren construirten Tan- 
gente einschliesst, so findet man: 

- ^ m sin (cp, — (p, ) 

w + m cos [fp^ — r/) J 

ip stimmt also im Allgemeinen nicht mit xp überein, sondern 

nur fttr — = 1 , also n = -±:m] d. h. die vorgenommene 

Zerlegung der Gesammtbewegung ist nur fttr die Ellipse und 
Hyperbel zulässig. 

Weiter erkennt man sofort, dass das JKoftcryaZ'sche Ver- 
fahren anwendbar ist, wenn die Gesammtbewegung in zwei 
seitliche Bewegungen, welche stets zwei einander schneidenden 
Geraden bez. parallel sind, zerlegt wird. 
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Chr. Wienet' hat auf Grund eines von ihm gegebenen all- 
gemeinen Verfahrens zur Construction der Tangente einer be- 
liebigen Curve (a. a. , Bd. I, S. 170—172) eine Kritik des 
BobervaV ^chen Verfahrens gegeben und kommt dabei zu den 
gleichen Resultaten. Ich kann mich daher seinem Urtheile, 
dass es am besten sei, die Anwendung des Verfahrens zu ver- 
vermeiden-, nur voll anschliessen. 

16) Zu S. 120 — 121. Monge hat sich hier geirrt; die so 
erzeugte Curve ist nicht eine doppeltgekrttmmte Curve, son- 
dern eine gewöhnliche Ellipse. Um dies nachzuweisen, muss 
man die folgenden Sätze zu Hülfe nehmen, welche ich, um 
den eigentlichen Beweis nicht zu unterbrechen, voranstelle. — 

Nimmt man auf der Peripherie einer Ellipse zwei belie- 
bige Punkte E^ , E^ an und construirt um sie als Mittelpunkte 
Kreise, welche sich in einem der beiden Brennpunkte, F 
schneiden, so liegt der äussere Aehnlichkeitspunkt dieser 
Kreise auf der zu F gehörigen Leitlinie Z. (Um diesen Satz 
zu beweisen, braucht man nur die Aehnlichkeit der beiden 
Dreiecke, welche man erhält, wenn man von E^ und E^ 
die Lethe E^H^ und E^H^ auf l fällt, und die Beziehung 

E F E^F 

-f^ = ^^r^ 2^ berücksichtigen.) Aus diesem Satze folgt aber 

E,^H E^Jj. 

sofort weiter, dass die zu F gehörige Leitlinie l die äussere 
Aehnlichkeitsaxe dreier Kreise ist, deren Mittelpunkte auf der 
Ellipse liegen, und welche sich in dem Brennpunkte F schnei- 
den. Wenn es also überhaupt eine Ellipse giebt, welche 
durch drei beliebig gegebene Punkte E^, E^, E^ hindurchgeht 
und einen in ihrer Ebene beliebig gegebenen vierten Punkt F 
zum Brennpunkte hat, so giebt es auch nur eine Ellipse und 
ihre zu F gehörige Leitlinie / ist durch den vorigen Satz be- 
stimmt. Hieraus folgt unmittelbar der 

Hülfssatz I. Haben zwei in derselben Ebene gelegene 
Ellipsen einen Brennpunkt gemeinsam, so können sie sich 
höchstens in zwei Punkten schneiden. 

Der zweite Hülfssatz ist zuerst von Dupin [Vgl. Corresp. 
de l'école polyt., Bd. I. S. 22; Bd. H. S. 387 und Développe- 
ments de Géom., S. 280] aufgestellt worden; er lautet: 

Hülfssatz n. Wenn zwei Punkte im Räume in Bezug 
auf eine beliebig gegebene Ellipse oder Hyperbel die Eigen- 
schaft der Brennpunkte haben, d. h. wenn die Summe, bez. 
Differenz ihrer Abstände von einem veränderlichen Punkte des 
gegebenen Kegelschnittes constant ist, so liegen sie auf einem 
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zwràteo Kegekfihnitte^ welcher die Brennpunkte des ersten zn 
Scheiteln und seine Scheitel zu Br^minmkten hat und dessen 
Ebene senkrecht auf der Ebene des ersten steht. SiBd umge- 
kehrt zwei solche Kegelschnitte, sog. Focalkegelschnitte ge- 
geben, so haben je zwei Punkte des einen die Eigenschaft 
der Brennpunkte für den andern. 

Da die OstwalcC sahen Klassiker in erster Linie fttr Studi- 
rende bestimmt sind, so halte ich es nicht fttr ttberflttssig, den 
von Dcmddin (Nouv. Mém. de TAc. de Bruxelles, 1822, Bd. 2, 
S. 171—173 und 1826, Bd. 3, S. 1—14) gegebenen ausge- 
zeichneten Beweis dieses Satzes hier mitzutheilen, zumal der- 
selbe nicht so bekannt zu sein scheint, als er es durch seine 
ausserordentliche Einfachheit und Anschaulichkeit verdient. 

Schneidet man einen geraden Kreiskegel durch eine Ebene, 
welche nicht einer Mantellinie parallel ist, und construirt die 
beiden dem Kegel einbeschriebenen Kugeln, welche die schnei- 
dende Ebene in den Punkten F und F' und den Kegelmantel 
in den Kreisen ä; und k' berühren, so sind F und F' die 
Brennpunkte des von der Ebene ausgeschnittenen Kegelschnit- 
tes. Denn da die von einem Punkte an eine Kugel gezogenen 
Tangenten gleiche Länge haben, so ist, wenn man durch die 
Kegelspitze S eine beliebige Mantellinie zieht, welche den Ke- 
gelschnitt in dem Punkte M und die Berührungskreise in K 
und K' trifft, 

MF = MK, MF' = MK' ; 

da nun KK' constant ist, so ist entweder die Summe oder 
Differenz von MF und MF' constant, die Schnittcurve also 
entweder eine Ellipse oder Hyperbel mit den Brennpunkten F 
und F'. 

Im Falle der Ellipse ist fttr jeden Punkt M derselben 

SM— MF= SK= const., SM+ MF' = SK' = const. 

Aus diesen Gleichungen folgt, wenn M' einen zweiten Punkt 
der Ellipse bezeichnet: 

SM— SM' = MF — M'F = M' F' — MF' . (1) 

Legt man dann durch die Ellipse einen zweiten geraden Kreis- 
kegel, dessen Spitze S^ aus Symmetrierücksichten ebenfalls in 
der auf der Ellipse senkrecht stehenden Ebene FF' S liegen 
muss, so ist 

S,M—S,M' = ± [MF — M' Fi = ± [M'F' — MF') , (2) 
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wo je nach der Lage von S^ zu S entweder die oberen oder 
die unteren Zeichen zu nehmen sind. Läast man nun die 
beiden Punkte M und M' in die Scheitel der grossen Halb- 
axe der Ellipse fallen, so besagen die Gleichungen (1) und (2), 
dass der geometriache Ort der Kegelspitzen S die zu der Ellipse 
gehörende Focalhyperbel ist, da die absoluten Beträge von 
MF^M'F^ bez. M'F' — MF' gleich der doppelten Ex- 
centricität der Ellipse sind. Aus den beiden Gleichungen folgt 
weiter, dass SM-^ S^M oder SM — S^M constant ist, je 
nachdem S und S^ auf verschiedenen Aesten der Focalhyperbel 
oder auf demselben Aste liegen. 
Im Falle der Hyperbel ist 

SM— MF=SK= const., — SM+ MF' = SK' = const. 

Hat S^ die analoge Bedeutung wie zuvor und ist Jf' ein zweiter 
Punkt der Hyperbel, so ist 

SM+SM' = MF-\-M'F=MF'-\-M'F' = S^M+S^M\ (3) 

Lässt man M und M' in die Scheitel der Hyperbel fallen, so 
sind die beiden mittleren Summen in (3) gleich der doppelten 
Excentricität , und folglich ist jetzt der geometrische Ort der 
Kegelspitzen S die zu der Hyperbel gehörige Focalellipse. Zu- 
gleich ergiebt sich aus (3), dass SM — S^M constant ist. 

Bei der von Monge angegebenen Construction entsteht die 
Curve als Schnitt der Rotationshyperboloide mit den Brenn- 
punkten Ay B und Ay C. Für jeden Punkt M des Schnittes 
ist daher 

AM+ BM = const., AM+ CM = const. 

Ist M' ein zweiter Punkt der Schnittcurve , so folgen weiter 
die Gleichungen: 

AM— AM' = BM —BM= CM' — GM , 

welche für je zwei beliebige Punkte des Schnittes gelten. Lässt 
man jetzt M und M' in die zwei Punkte F und F' fallen, in 
welchen sich (nach Hülfssatz I) die in der Ebene ^^C lie- 
genden Meridianellipsen der beiden Rotationsflächen — wenn 
sie sich überhaupt schneiden — nur treffen können, so erkennt 
man, dass die drei Punkte A, B, C auf einer Hyperbel liegen, 
deren Brennpunkte F und F' sind, und zwar liegen B, C auf 
dem einen und A auf dem anderen Aste dieser Hyperbel. Da 
nun für jeden Punkt der zu dieser Hyperbel gehörigen Focal- 
ellipse (nach dem Hülfssatze II] die Summe seiner Abstände 
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von Ä und B sowohl als Ä und C constant ist, so folgt, dass 
sich die beiden Rotationsellipsoide in dieser Focalellipse durch- 
dringen und offenbar auch nur in dieser. 

Damit sich die beiden Rotationsellipsoide wirklich schneiden, 
ist, wie nebenbei bemerkt sein mag, nothwendig und hinrei- 
chend, dass der Abstand der beiden Brennpunkte B und G 
von einander grösser ist als der absolute Betrag der Differenz 
der beiden Rotationsaxen. — 

Zugleich erkennt man aber auch an dem von Monge ge- 
wählten Beispiele, dass seine Erweiterung der Robervcû'^chen 
Methode auf die Construction von Tangenten an Raumcurven 
noch unzuverlässiger ist als die ursprüngliche Methode für 
ebene Curven. Monge*^ Erweiterung versagt schon für den 
hier vorliegenden einfachsten Fall, dass auf den drei Radii- 
vectoren AMj BM, GM gleiche Strecken von M aus abzutragen 
sind, während in dem analogen Falle bei ebenen Curven die 
RobervaV^che Methode noch richtige Resultate lieferte. Da, 
wie eben gezeigt ist, die Curve eine Ellipse ist, so muss die 
Tangente in einem beliebigen Punkte M derselben in ihi*er 
Ebene liegen. Nach Monge*^ Verfahren kann man aber Tan- 
genten erhalten, welche einen beliebigen Winkel mit dieser 
Ebene einschliessen. Lässt man z. B. die Punkte A und B 
in die Brennpunkte der Ellipse fallen und den Punkt G den 
durch B gehenden Ast der Focalhyperbel durchlaufen, so er- 
zeugt (nach dem Hülfssatz 11) der Punkt M zwar stets dieselbe 
Ellipse ; construirt man aber für jede Lage des Punktes G das 
zugehörige Parallelepipedon in dem Punkte M, so ändert sich 
augenscheinlich die Richtung der von M ausgehenden Diago- 
nale zugleich mit der Lage des Punktes C, und nur wenn C 
mit B zusammenfällt, giebt die Diagonale wirklich auch die 
Curventangente in dem Punkte M. 

Das Verfahren ist nur zulässig, wenn die drei Seitenbewe- 
gungen des erzeugenden Punktes durch seine Entfemungsver- 
änderungen parallel zu den Axen eines beliebigen räumlichen 
Parallelcoordinatensystems bestimmt sind. 

17) Zu S. 130, Nach den Angaben von de la Goumerie 
(Discours sur l'art du trait et de la géométrie descriptive. 
Paris 1855. S. 22) sind die Niveaucurven zuerst im Jahre 1738 
von Ph Bicache angewendet worden, welcher durch Zeichnung 
der Uferlinien zu verschiedenen Zeiten die durch Ebbe und 
Fluth bewirkte Bewegung des Meereswassers veranschaulichte. 
Bald darauf verwendete Dumrla die Niveaulinien, um die 

Digitized by VjOOQ IC 



Anmerkungen. 209 

Grenzen des Uebeiachwemmungsgebietes bei verschiedenem 
Hochwasserstande anzugeben. Auch die Benutzung der Koten 
stammt ungefähr aus derselben Zeit. Monge dürfte mit der 
Verwendung der Koten, Niveaulinien und den Linien des stärk- 
sten Falles in Mézières vertraut geworden sein, wo sie zur 
Lösung von Defilementsaufgaben vielfach gebraucht wurden. 

Näheres über kotirte Darstellung und topographische Flä- 
chen findet man in dem ausführlichen Werke von v, Peschka^ 
Kotirte Ebenen und deren Anwendung. Brunn, 1882; ferner 
bei Wierwr a. a. 0., Bd. II, 8. 388—402. 

18) Zu S. 136. Mange zählt die beiden Hälften, in welche 
die durch Rotation des Kreisbogens ÄDEB um AB als Axe 
erzeugte Umdrehungsfläche von der Ebene J 5 f zei*schnitten 
wird, als zwei verschiedene Schalen, sodass also durch Rota- 

tion des ganzen Kreises ÄDEB E A um AB als Axe vier 
Schalen entstehen, während der jetzige Sprachgebrauch nur 
zwei Schalen unterscheidet. — 

Bei der Ausführung der Construction (S. 139) kann man 

K K K 

natürlich mit demselben Rechte auch die Punkte N'\ P, "Q" 
statt N", P", Q" (Fig. 57) verwenden. 

19) /m S. 141, In der dritten Ausgabe von Monge^^ Géo- 
métrie descriptive vom Jahre 1811 wird in einer Anmer- 
kung noch besonders darauf hingewiesen, dass die Spitzen 
zweier von den drei geraden Kreiskegeln in einem und demselben 
Punkte, nämlich der unteren Ballonstation [irrthümlich ist dort 
gesagt im Punkte Ä] liegen, und dass sich daher diese beiden 
Kegel, da ihre Axen gegeneinander geneigt sind, in zwei ge- 
raden Linien schneiden müssen, welche sich nach dem Ver- 
fahren des Artikel 83 sehr leicht construiren lassen. Dann 
sind nur noch die Durchschnittspunkte dieser beiden Geraden 
mit dem dritten geraden Kreiskegel, dessen Spitze in der 
oberen Station liegt, zu construiren und derjenige von ihnen, 
welcher dem Punkte B entspricht, auszuwählen. 

20) Zm S, 142, Bei diesen Messungen bleibt der Höhen- 
unterschied zwischen dem Punkte A und dem Aufstiegplatze 
des Ballons unbestimmt; will man diesen ebenfalls erfahren, 
so muss noch die senkrechte Höhe der unteren Ballonstation 
über der Erdoberfläche gemessen werden. 

21) Zu S, 145, Monge setzt hier stillschweigend voraus, 
dass die Curve ä; auf dem betrachteten Stücke weder einen 
Wendepunkt noch einen Rückkehrpunkt erster oder zweiter 

Ostwald's Klassiker. 117. 14 
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Art besitzt; uur dann hat die Curve u iu dem Punkte P^, in 
welchem sie die Cürve k trifft, einen Rttckkehrpunkt erster 
Art. Treffen diese Voraussetzungen nicht zu, so kann der 
Punkt P^, in welcl^em die Curve k von der Curve u getroffen 
wird, für die letztere ein gewöhnlicher Punkt, Wendepunkt 
oder. Rückkehrpunkt zweiter Art (Schnabelspitze) sein. Die 
verschiedenen möglichen Fälle findet man vollständig aufgezählt 
bei Ght\ Wiemr (a. a. 0., Bd. I, 8. 204—207). 

22) Zâi S. 146. Jacques de Vaucansan (richtiger Vocanso/i) 
(1709 — 1782) war ein berühmter Mechaniker, welcher allerlei 
mechanische Kunstwerke verfertigt hat; so construirte er in 
seiner frühesten Jugend eine richtig gehende Uhr von Holz, 
später einen Flötenbläser, Tambourinschläger und andere 
Kunstwerke. Dann wendete er sich nützlicheren Dingen zu 
und construirte Maschinen für verschiedene Industriezweige, 
so z. B. für die Seidenspinnerei. Nachdem er im Jahre 1746 
Mitglied der Pariser Akademie geworden war, hat er in deren 
Abhandlungen verschiedene der von ihm erfundenen Mecha- 
nismen beschrieben. Bei seinem Tode hinterliess er seine 
reiche Sammlung mechanischer Kunstwerke der Königin Marie 
Antoinette, welche dieselbe der Akademie überwies. Die 
Sammlung wurde aber bald verstreut, wohl in Folge von Erb- 
streitigkeiten , sodass heute von den einst viel bewunderten 
Kunstwerken kein einziges mehr erhalten ist. 

23) Zit S. 150, Als »Polcurve« der Raumcurve u be- 
zeichnet man jetzt speciell die auch von Monge später (S. 151) 
erwähnte Rückkehrkante der Evolutenfläche, deren geradlinige 
Erzeugende ^, ^,, . . . die Krümmungsax^n der Curve u heissen. 
Zwischen einer Raumcurve und ihrer Polcurve besteht bekannt- 
lich eine weitgehende Reciprocität. 

Die Begi-iffe der Rückkehi'kante und der Charakteristik, 
welcher letztere aber in der Géométne descriptive nicht be- 
nutzt ist, sind von Monge erst in die Geometrie eingeführt. 

24) Zu S, 162, Ein einfaches Beispiel für derartige Flä- 
chen, bei welchen die sämmtlichen Punkte einer bestimmten 
Curve die Eigenschaft der Nabelpunkte haben, liefert die 
Umdrehungsfläche, welche man erhält, wenn man die Ellipse 

~» + TT = 1 > (^ > ^^) ^^ die Parallele zur .^^-Axe x = 

rotiren lässt. Die von dem kleineren der beiden Theile, in 
welche die Rotationsaxe den Ellipsenbogen zerschneidet, er- 
zeugte Schale dieser Rotationsfläche besitzt längs des Aequa- 



Digitized by VjOOQIC 



Anmerkungen. 211 

tors lauter Punkte sphärischer Krümmung, wie man sofort 

a^ — y^ 

erkennt, wenn man beachtet, dass der Punkt x = , 

^ a 

% = der Krümmungsmittelpunkt des Scheitels a? = a , z =^ o 

ist. Wählt man die Gerade a? = c (o S c <r ) als Ro- 

^ — a 

tationsaxe, so haben auf der jetzt von dem kleineren Ellipsen- 

bogen erzeugten Schale der Fläche zwei symmetrisch zur Ebene 

z=^ gelegene Parallelkreise die Eigenschaft, dass ihre sämmt- 

lichen Punkte Nabelpunkte der Fläche sind ; je mehr die Ro- 

tationsaxe sich der ;^-Axe nähert, um so mehr nähern sich 

diese ausgezeichneten Parallelkreise den Polen der Fläche, bis 

sie sich schliesslich für das eigentliche Rotationsellipsoid auf 

diese selbst reduciren. 

Das Beispiel ist insofern speciell, als die Linie der Punkte 

sphärischer Krümmung mit einer Krtimmungslinie zusammenfällt, 

was im Allgemeinen nicht der Fall ist. 

25) Zat S. 163, Geschichtliche Ueberblicke über die Ent- 
wickelung der Theorie der Minimalflächen sind gegeben von 
H. A. Schwarz (Gesammelte mathematische Abhandlungen, Bd. I, 
S. 168) und Ö. Darhoux (Leçons sur la théorie générale des 
surfaces, Bd. I, S. 267). Hier sei nur daran erinnert, dass 
Monge zuerst die von Lagrange aufgestellte Differentialgleichung 
der Minimalflächen integi-ht hat (s. Application de l'analyse à 
la géométrie, § 20). 

Der durch Monge^^ Ausdrucksweise nahe gelegten Frage, ob 
ein bestimmtes Minimalflächenstück wirklich kleineren Flächen- 
inhalt besitzt als alle demselben benachbarten, von derselben 
Randlinie begrenzten Flächenstücke, hat //. Ä. Schwarz mehrere 
seiner ausgezeichneten Abhandlungen über Minimalflächen ge- 
widmet (Ges. math. Abhandlungen, Bd. I, S. 151, 223, 270). 

26) Zu S, 165, Der Begrift* der Krüramungslinien ist eben- 
fîills von Monge in die Wissenschaft eingeführt worden und 
findet sich zuerst in dem Mémoire sur la théorie des déblais 
et des remblais (Mém. de Tacad. des se. de Paris, 1781, 
S. 666). In einer seiner berühmtesten Abhandlungen (Sur les 
lignes de courbure de la surface de l'ellipsoide, 
Journ. de Téc. polyt., 1796, Heft 2, S. 145; Appl. de l'ana- 
lyse à la géom., § 16) stellte er dann die Gleichungen für 
die Krttmmungslinien des Ellipsoïdes auf. 

Die jetzt übliche Bezeichnung Hauptkrüuimungen hat 
Monge nirgends gebraucht. 

14* 
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27) Zu S, 167. Für jeden Nabelpunkt einer Fläche haben 
die beiden Schalen ihrer sogenannten Centrafläche einen Punkt 
gemeinsam; für jede Ortscurve von Punkten sphärischer Krüm- 
mung besitzt die Centrafläche eine Doppellinie, in welcher sich 
ihre beiden Mäntel rechtwinklig durchdringen. Bei gewissen 
Flächen, z. B. dem dreiaxigen EUipsoid, durchschneiden sich 
die beiden Mäntel ihrer Centrafläche noch in anderen Curven, 
aber nicht rechtwinklig; solchen Curven entsprechen dann auf 
der Fläche keine Linien sphärischer Krümmung. 

Weiteres über Centraflächen findet mau bei 
Monge, Application de l'analyse à la géométrie, § 22; 
DarbouXj Leçons sur la théorie générale des surfaces, Bd. III, 
S. 334. 

28) Zu S. 172. Diese drei Zusätze fehlen in den späteren 
Ausgaben der Géométrie descriptive. 

29) Zu S. 173. Sind die drei Leitcurven ä:^, /c^, k^ bez. 
von der Ordnung ^(^, f«,, /(g, und schneidet keine derselben 
eine der andern, so ist der Grad der geradlinigen Fläche gleich 
2 .«lit/jf/gi Aus diesem Satze folgt unmittelbar, dass die ge- 
radlinige Fläche vom zweiten Grade ist, wenn die drei Leit- 
curven Z;:^, h^, /Cg windschiefe gerade Linien sind, und zwar 
ein hyperbolisches^ Paraboloid oder ein einschaliges Hyper- 
boloid, je nachdem die drei Geraden zu einer und derselben 
Ebene parallel sind oder nicht. 

In der Originalausgabe findet sich am Ende des zweiten 
Zusatzes noch ein kurzer Abschnitt von wenigen Zeilen, in 
denen Monge selbst angiebt, dass die Gleichungen dieser wind- 
schiefen Flächen mit doppelter Erzeugungsweise vom zweiten 
Grade sind und wegen dieses Punktes auf sein oft genanntes 
Werk Application de l'analyse à la géométrie (§ XXI) 
verweist. Da dieser Abschnitt aber offenbar verstümmelt ist, 
so habe ich ihn in dieser Ausgabe fortgelassen. 

Giessen, den 1. December 1900^ 

Robert Haursner. 
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